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Plati opravdu rovnost e” =—1?

1. Vychozi predpoklady rovnice

Je obecné znamo, ze Taylortv rozvoj funkce sin X a cos x je dan nasledujicimi vztahy:

sinX=X—%+£ %4 (1)
cosX=1-%4x x4 (2)
stejné tak jako rozvoj pro €
t 2 3 4 5 6 7
e =l+t+S5+5+5+5+ 5+ 5+ (3)

Pokud za t dosadime ryze komplexni ¢islo ix, 1ze ¢leny obsahujici sudé mocniny nahradit
vyrazem COS X a €leny liché, po vytknuti imaginarni jednotky, miiZzeme substituovat vyrazem
i sin X, takze lze psat:

e™ = cos X +isin x 4)

a po dosazeni 7 za X kone¢n¢ obdrzime vysledek, ktery mnoho matematikii na celém svété

N 24

e” =—1 (5)

2. Odvozeni logaritmu ryze komplexniho ¢isla

. oo v . , 2 . o
Uvedenou rovnici (5) logaritmujeme, pficemz —1 nahradime vyrazem i°. Ziskame nasledujici
rovnost:

izlne=1Ini’ (6)
a po dalsi uprave:

iz =2Ini (7)
nebo-li

Ini=i% (8)

Dostavame tedy logaritmus ryze imaginarniho komplexniho ¢isla. Obecné pak pro komplexni
Cislo bi dostaneme jeho logaritmus jako

In(bi)=Inb+Ini=Inb+iZ 9)

Pro komplexné sdruzené ryze imaginarni Cislo ziskame analogickym postupem (napft. tak, ze
rovnici (5) vynasobime vyrazem i a naslednym logaritmovanim) vztah

izlne + Ini=In(-i) (10),
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a po dosazeni z rovnice (8) a Gprave
In(-)=ix (11)
Analogicky vztahu (9) pak obecné pro ¢islo ( — bi ) dostaneme

In(—bi)=Inb +In(-i)=Inb+idx (12)

. Komplexni vektory

Piivodni rovnici (5) vSak mizeme upravit jesté dalSim zplisobem. Pokud ji vynasobime ¢islem
— 1 a nésledn¢ logaritmujeme, ziskame
In((-1)-e")=1nl (13)
a podle véty o logaritmu soucinu nasledné
In(-1) +Ine'”” =0 (14)
Pfevedeme-li druhy Clen na pravou stranu a upravime-li exponent, dostaneme

In(-1)=Ine ™ (15)
a naslednym odlogaritmovanim kone¢né

e =—1 (16)

Pokud ma platit soucasné rovnost (5) i rovnost (16), plyne z rovnosti levych stran, Ze
oi7 — it 17)

Tato exponencialni rovnice mize byt identicky splnéna pouze v piipadé, Ze plati

iz=0 (18)

Vezmeme-li v Givahu, ze i1 # 0,7 # 0, muZe se na prvni pohled zdat, Ze tato rovnost neplati.

Tento problém mize byt odstranén tak, ze zavedeme dva vektory, i =(0,i), 7 =(x,0), kde

vektor i nazveme komplexnim vektorem. Skalarni soucin takto definovanych vektort je pak
roven nule a je tedy identicky splnéna rovnost (18).
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4. Platnost vztahu e =-1

Jak jsme dokézali v rovnosti (18), iz =0, atedy € =1, coz je v protikladu s piivodnim
vztahem (5).

Tuto nesrovnalost miizeme elegantné odstranit jednoduchym zptisobem. Misto vyrazu iz
pouzijeme vyraz 2ir, tedy plny uhel. Rovnost (5) pak piechazi na tvar

e’ =1 (19),
ktery jiz spliiuje podminku identity (18).

Na zavér poznamenejme, Ze vyraz 2iz predstavuje obvod kruznice o poloméru i a rovnost
(19) tak nabyva jeste vétsi zajimavosti nez ptivodni rovnost (5), kterd nema obecnou platnost.

5. Zavér

V této praci jsme ukazali, e matematiky obdivovany vztah €' = —1 nema obecnou platnost,
protoze nespliuje podminku iz =0, ktera vyplyne pii pouziti hodnot 7 a — 7 v obecné
pfijimaném vztahu e* = cosX+isinX.
Zavedenim pojmu komplexni vektor jsme dokazali, Ze skalarni soucin takto definovanych

- - .
vektorti i =(0,i), 7 =(x,0) je roven nule a pivodni vztah e = —1 by mél byt nahrazen

vztahem obecné platnosti, totiz: e*” =1.



