Z1 =0,9511+ 0,309 0i, 22 =i, 23 =—0,951 1+ 0,309 0i,
A0 587 & 10,809 01,125 =10, 587 8 — 0,809 0i;

M\y [

z1 = 0,212 7+ 1,069 6i, 22 = —1,069 6 -+ 0,212 7i,
“H HH = —0,212 7 — 1,069 6i, 24 = 1,069 6 — 0,212 7i;
| 21 = 1,049 4 + 0,467 2, z2 = —0,120 1 + 1,142 4i,
23 =-1,1236 + 0,238 8i, 24 = —0,574 3 — 0,994 8i,
z5 = 0,768 6 — 0,853 6i;

‘H\H‘w
| M\H

i }

= 0,321 8 + 0, 776 9i, 2z = —0,776 9 + 0,321 8i,

~0,321 8 — 0,776 9i, 24 = 0,776 9 — 0,321 8i. | 2 Kombinatorika

1.69 V mnoziné C vypoéitejte binomickou rovnici. Re4lnou i imagi-
narni ¢ast kofent zaokrouhlete na 4 desetinns mista.

a) 2° +i=0, b) z*+2—2i =0,
. . . » . Ve
¢) z° —v3-i=0, ) o LR 2.1 Kombinatorické pravidlo souc¢inu
i Tl
I « . s 1.2 . v
| H [ )21 =0,8660—0,5i, 2= —0,8660— 0,51, 5 = i Véta 2.1 (Kombinatorické .pI‘.aVldIO soucinu)
i b) #16=1/078 3 -0 720 5i, x2 = —0,720 5 + 1,078 3i, Pocet vSech usporadanych k-tic, jejichz prvni ¢len lze vybrat pravé ng
“\H‘ ” ‘U)3 = ‘110175234* 0,720 5i, &4 = 0,720 5 — 1,078 3i; zpisoby, druhy élen po vybéru prvniho élenu pravé no zpisoby atd.,
i o= 1, + 0,120 li, 2 = 0,238 8 + 1,123 6i, A s1.x A < PAIEe o .
!‘ ‘ ‘ 23 = —0,994 8 + 0,574 3i, T4 — —0,853 6 — 0,768 61, a7 k-ty élen po vybéru (k — 1)-ho ¢lenu pravé ny zpusoby, je roven
| r\ W T5 = 0,467 2 — 1,049 4i;
1 d) z1 = 1,088 4 + 0,507 5i, o = : Ay ’ $ i St . . U
T3 = —0,983 7 + 0,688 8il 11:2: _01’ 10084874t10’159($74§i’ Priklad 2.1 Uréeme pocet vSech ¢tyfcifernych piirozenych Ccisel
Z5 = —0,104 7 — 1,196 4i, xg = o,gég 7 O’Gég 8i ] utvorenych z dislic 1, 2, 3, 4, 5, 6, v jejichz dekadickém zapisu se kazda
¢islice vyskytuje nejvyse jednou.

=
||53u

1 L WO S 1 X5

Reseni. Tato étyfcifernd &isla lze povazovat za usporadané ctvetice.
Prvni ¢élen lze vybrat Sesti zptisoby. Po vybéru prvniho ¢lenu mame pro
druhy ¢len 5 moZnosti, pro tfeti élen 4 moznosti a pro ¢tvrty clen nadm
zbyvaji 3 moznosti.

Existuje tedy pravé 6 - 5 -4 -3 = 360 ctyrcifernych prirozenych cisel
pozadované vlastnosti.

Cviceni

2.2 Je dan obdélnik ABCD a na kazdé jeho strané je zvoleno
6 vnitinich bodi. Urdete pocet vSech trojuhelniki, jejichz vr-
choly E, F, G lezi v danych bodech a na riiznych stranach ob-
délniku ABCD.

[ Trojthelnikt dané vlastnosti je 864. ]

2.3 Je dan pétithelnik ABCDE a na kazdé jeho strané je zvo-
49 leno 5 vnitinich bodii. Uréete pocet vSech trojihelniki, jejichz
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2.4

2.5

2.6

2T

2.8

2.9

2.10

vrcholy X, Y, Z lezi v danych bodech a na rtiznych stranich
pétiuhelniku ABCDE.

[ Trojuhelnikii dané vlastnosti je 1 250. |

Z mésta A do mésta B vedou ¢tyti cesty, z mésta B do mésta C'
pét cest. Urcete pocet cest, které vedou z mésta A do mésta C
pres meésto B.

[ Z mésta A do mésta C' pres mésto B vede 20 cest. |

Telefonni spojeni mezi velitelskymi stanovisti S; a S se usku-
tecniuje pres stanovisté A. Stanovisté S; je spojeno se stanovis-
tém A Ctyfmi telefonnimi linkami a stanovisté A se stanovis-
tém Sy tfemi vysilackami. Urcete podet moznych spojeni sta-
novist S a Sy pres stanovisté A.

[ Spojeni lze uskutecnit 12 zpiisoby. |

Urcete pocet vsech trojcifernych prirozenych éisel utvorenych
z Cislic 0, 1, 2, 3, 4, 5, v jejichz dekadickém zapisu se kazda
¢islice vyskytuje nejvyse jednou.

[ Existuje 100 trojcifernych ptirozenych ¢&isel dané vlastnosti. ]

Urcete pocet vSech ¢tyrcifernych prirozenych éisel, v jejichz de-
kadickém zapisu se kazd4 ¢islice vyskytuje nejvyse jednou.

[ Existuje 4 536 ¢tyicifernych prirozenych ¢isel dané vlastnosti. ]

Pfi vstupu do nemocnice je v kosi 6 kusti preziivek pravych
hnédych, 5 kusi levych ¢ernych téze velikosti. Kolika moznymi
zplisoby lze vytvofit par, ktery bude obsahovat jednu &ernou
a jednu hnédou preztuvku?

[ 30 zpisoby. |

Méme k dispozici 12 karafiatt, 10 zlutych a 11 éervenych tuli-
pani. Kolika moznymi zptisoby lze udélat kyticku, ktera bude
obsahovat jeden karafiat, jeden ¢erveny a jeden zluty tulipan?

[ Kyticku pozadovanych vlastnosti lze udélat 1 320 zptisoby. |

V mise je 8 pomerancd, 12 banani a 6 jablek. Karel si mé
vybrat dva druhy ovoce po jednom kuse, tak aby Blanka, ktera

si po ném vybere jeden pomerang, jeden banan a jedno jablko,
méla co nejvétsi moznost vybéru. Urdete, co si Karel vybere.

[ Karel si vybere pomeranc a banan.
Blanka pak ma 462 moznosti vybéru. |

2.11 V hiebéiné maji 10 bilych a 8 cernych zavodnich koni stejné
vykonnosti. Na zdvody maji vybrat dvojice, kde bude jeden
erny a jeden bily kiifi. Kolika moznymi zptisoby mohou provést
vybér?

[ Vybér mohou provést 80 zptsoby. |

2.12 Jak dlouho by trvala véechna mozné rozmisténi 11 osob u stolu
s 11 zidlemi, kdyZ jedna zména mist u stolu trva jednu vtefinu.
[ 1rok 97 dna. |

2.2 Variace a variace s opakovanim

Definice. Necht k&, n € N, 1 < k < n. Variace k-té tfidy z n prvka
je kazda uspoiddand k-prvkova skupina sestavena pouze z téchto
n prvki tak, ze kazdy je v ni obsazen nejvyse jednou.

Variace k-té t¥idy z n prvkii oznacujeme Vi (n).

Vitn) =n(n—1)(n—-2)...(n—k+1)

Tento vzorec se zapisuje castéji ve tvaru
kde n! éteme n faktorial.
ml=1:2:3:.. 0 (n=+2)n-+1n,

pro kazdé n € N. Pro n = 0 definujeme 0! = 1.
Piiklad 2.13  Kolik trikolor je mozno sestavit z téchto barev: bila,
gervend, modra, zelena? V kazdé trikolofe se miize kazda barva vysky-
tovat jen jednou.
Reseni. Jde o skupiny tvofené tfemi ze Ctyf prvki, pricemz zélezi
na poradi prvki ve skuping, tj. jde o variace treti tridy ze 4 pr.vku.
Takovych skupin je V3(4) = 4 -3 -2 = 24. Je tedy mozno sestavit 24
riznych trikolor.
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Piiklad 2.14 Ve 8kole se uéi 10 riiznym predmétim a kazdému se
uci nejvySe hodinu denné. Kolika zptisoby je mo¥no sestavit rozvrh
hodin na jeden den, je-li v témze dni 5 rtiznych predmét?

Reseni.  Jde o skupiny tvofené péti prvky z deseti prvki, pricemz
zalezi na pofadi prvki ve skuping, tj. jde o variace paté tridy z 10
prvki.

100 100 1-2-3-4.5-6-7-8-9-10 _
(10-5)! 5 1-2-3-4.5 b
=6-7-8-9-10 = 30 240.

V(10) =

Rozvrh hodin na jeden den je mozno sestavit 30 240 zpusoby.

Priklad 2.15 Kolik rtznjych vysledkii miize mit hokejovy zapas,
Jestlize obé muzstva nasttileji nejvyse po tiech golech, pridemz hosté
dostanou aspon jeden gél a remiza nastane pouze v pripadé, Ze obé
muzstva stieli praveé tii gély?

Reseni.  Pocet viech moznych vysledki, pii kterych se zapas nekonéi
remizou, se rovna poétu variaci druhé tiidy ze Ctyt prvki 0, 1, 2, 3 bez
opakovani, tj.:

4!
oy
Z toho poctu musime vylouéit ty zapasy, v kterych hosté nedostanou
zadny gol, tj. vysledky 0: Z, Z =1, 2, 3, a pripocitat jeden vysledek,
kdy zapas skonéi nerozhodné 3 : 3.

Celkovy pocet vysledkt n = V5(4) — V4(3) +1 =12 — 3+ 1 = 10.

Va(4) = D)

(n+2)! _(n+1) n!
R R BT o

Priklad 2.16
kde n € N.

Zjednodusme vyraz

Reseni.  Protoze pro kazdé n € N plati

(n+2)! = (n+1)!(n+2),
(n+1)! =n!(n+1),

dostavame

46

nl(n+1)(n+2) 5 (s Dhnlkd) opide m@ilaand) - g
nl v e (n—1)! (n—2)!
=n+1)n+2)—2nn+1)+(n—1)n=

=n?4+3n+2-2n2-2n+n?-—n=2.

Cviceni
2.17  Utvorte vSechny variace tteti tfidy bez opakovani ze ¢tyt prvki
ayioye
a5 anbd; lasiefdstady b lasd.esta, ¢, bi\beld; b clas
bla el blaid\b d ay'by dic e da; e, dib: el as'hy e, b, d:
ciasid:naibaia. idia b8 d a le td b e ld by adid, e, a: d)ie) b.
Variaci treti tfidy bez opakovani ze étyr prvkia je V3(4) =24. |

2.18 Urcete pocet prvki, je-li pocet variaci étvrté tiidy bez opako-
vani dvacetkrat vétsi nez pocet variaci druhé t¥idy bez opako-
vani.

gL S )
2.19 7 kolika riznych prvki lze vytvofit 13 800 variaci tieti t¥idy?
[ — 25|

2.20 Zveétsime-li pocet prvki o jeden, zvétsi se pocet variaci druhé
tridy bez opakovani o 16. Urcete ptivodni pocet prvki.
[ n=8 ]

2.21 Kolik usporadanych ¢tvefic lze utvorit z osmi riznych prvki,
jestlize se v nich zadny prvek neopakuje?
[ Vai(8) =1680 |

2.22  Kolik rtznych ptirozenych étytcifernych cisel je mozno sestavit
z Cislic 1, 2, 3, 4, 5, jestlize se zadn4 éislice neopakuje?
i 200

2.23 Kolika zpisoby muze byt odménéno 1., 2., 3. cenou 13 tcastnikti
sportovni soutéze?
e

2.24 Kolik riznych prvka da 22 350 variaci druhé t¥idy bez opako-
vani?
[imi=1150 1]
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H 2.26

#2:27

2.28

2.29

2.30

48

Kolik mame dano prvka, jestlize variaci tfeti t¥idy bez opa-
kovani z nich utvorenych je desetkrét vice nez variaci druhé
tridy?
[ = osi]

Kolik mtizeme sestavit sedmicifernych cisel tak, aby se kazdé
¢islo skladalo z raznych éislic 0,1,2,3,...,7,8, 9?7

[ V7(10) = V6(9) = Hd4 320 }
Dokazte, ze pro pocdet variaci bez opakovani plati rekurentni
vzorce:
a) Ve(n) =n-Vi_1(n—1),
b) Vi(n+1) = Vi(n) + k- Vik_1(n).
Navod:  a) Pocitejte, kolik variaci ma urcity pevné zvoleny prvek
na prvém misté; b) pocitejte, o¢ se zvétsi pocet variaci, pridame-li
k n prvkam jesté dalsi prvek.
Dokazte, ze:
a) n-nl+(n—1)!= (n’+1)(n- 1),
b) n!+n?(n—1)! = (n+ 1),

c) (n+1)! —n!=n-n.

Vypocitejte:
1 1 1 i
ey Bl
o nl  (n+1)! ) il (n+1)!
n+ 2
[ e i b adi e }
Vypocitejte:
12! (n+2)! (n — 4)!
e ) I’ c) il
3! 4! 5! 6! (n—1)! (n—1)!

[ a)38,5 b) (n+2)(n+1)n=n2+3n%+2n, neN;
1 i

. (n-3)(n—2)(n-1) T nP_én?+1ln-6"
neN, n=24. ]

2.31

2.32

2.33

2.34

2.35

2.36

Upravte vyrazy:

) n? -9 & Bt
gy (R s R gy
24
) R iy
n!l (n+1)! (n+2)!
1
|: a) mra) neN; b)0, neN. }

Dokaite, Ze plati: n-n! + (n — 1)1 + n%(n — 1) + (n+1)! =
=@Bn’+n+1)(n—-1),neN.

n—1)! (3n+3)!
G D e

(n+2)*
n(n+1)(3n +4)

Zjednoduste vyraz:

Zjednoduste vyrazy:

(n+ 3)! 4 —n? n
———— b + y
S T R Yo o T T
n+3 | 2
Zjednoduste vyrazy:
(n—=3)!(n%-1) 2 2n2 +n
) TR R R S e il b) 15 |_ 1
(n—1)! (n=1)! (n+1)!
(n+1)!—n-n!
¢) ————
(n—1)!
e I iy i ] N.
a)n_Q,neN,nZB, b) (n+1)!,n€N, cmn, ne

Reste rovnice:

a) log(z + 6)! —log(z + 5)! = 2 log x,

b) log z! — log(z — 2)! +1og 5 =1,
—3)! —1)!

o =Nt

(z — 2)! e
(zi=dll e =2)
il (x — 3)! i

[Wiaiai=8: (b)Ei =2 lc) iri—13 fid imi-—tdry/]
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2.37 Sectéte vyrazy
(n=1)! (2n+1)!

Wl TR

|: __w7 neN }
2n(n + 1)(2n + 3)

*2.38 Kolika nulami (v desitkové soustave) konéi &islo 300! ?
Navod:  Vsimnéte si téch cCinitel, které jsou délitelné péti.
[ Cislo 300! konéi 74 nulami. |
2.39 Sectéte vyrazy

(it 2)! (n+1)! n!
n! (n—1)!  (n—-2)!"

[ 2, proneN, n=2. ]
2.40 Dokazte, ze pro kazdé n € N, plati:
nl+(n—1)n? = (n+1)!

Definice. Variace k-té tfidy s opakovanim z n prvki je kazda
uspotradana k-prvkova skupina sestavena pouze z téchto n prvka. Kazdé
misto k-prvkové skupiny muze byt obsazeno n zptsoby a vSech k mist

miize byt obsazeno n-n-...-n = nk.
bl e g
k-krét

Pocet variaci k-té tfidy s opakovanim z n prvki, vypocéteme podle
vzorce

Vi(n) = n*.

Priklad 2.41  Kolik rtznych péticifernych ptirozenych ¢isel Ize na-
psat Cislicemi 0, 1, 2, 4, 5, mize-li se v kazdém ¢isle kazda éislice libo-
volné opakovat?

Reseni.  Mohou-li se ¢islice opakovat, jde o variace paté t¥idy z péti
prvki s opakovanim, jichz je VZ(5) = 5°. Pfitom je tfeba vylouéit ty,
které zacinaji nulou a na jejichz dalsich mistech jsou ¢tyfciferné skupiny
utvorené z cislic 0, 1, 2, 4, 5 tak, Ze se kazdd z nich muze libovolné
opakovat. Je tedy mozno vyloucit ty, které tvori variace ¢tvrté tiidy
z péti prvkil s opakovanim v poétu V;(5) = 5% Hledangych ¢isel je
proto Vi (5) — V{(5) = 5° — 5* = 2 500.

50

Cviceni

2.42 Napiste vSechny variace druhé t¥idy s opakovanim z prvki

ayibe.id.
[ a7 aY a” b’ a) (Y a’ d)
ba;Vb, 'b:b.c; b id:
¢, @ e, b, eheie, i)
d,ia; ) d 0dy G lkalids VA1) — 165 5]

2.43  Kolik riiznych piirozenych ¢isel jednocifernych az étyicifernych
je mozno utvorit z ¢islic 0, 1, 2, 37
[ Celkovy pocet cisel je
Vi + (Va4 —4) + (V5(4) — 16) + (V{(4) — 64) = 255. ]
2.44  Urcete pocet vSech ctyfcifernych prirozenych ¢isel sestavenych
pouze z Cislic 2, 4, 6, 8, 9.
U Vi) =628 | ]

2.45 Statni poznavaci znacka automobilu byla tvofena tiemi pis-
meny a ¢tyimi ¢islicemi. Prvni tfi éleny byly pismena a dalsi
Ctyti cislice. Urcete, kolik téchto statnich poznévacich znacek
slo vytvorit, kdyz bylo k dispozici 24 pismen.

[ Celkem slo vytvorit 138 240 000 statnich poznavacich znacek. ]

2.46 Nova telefonni tstfedna ma deviticiferna ¢isla. Urdete pocet
vSech moznych deviticifernych telefonnich ¢isel, kterd nezac¢inaji
nulou.

[ Pocet vSech deviticifernych telefonnich éisel je 9 - 108, ]

2.47 Kolik riaznych péticifernych éisel lze vytvorit z ¢islic 4, 77
[ 32 ]

2.48 Kolik riaznych trojcifernych ¢isel lze vytvorit z ¢islic 1, 2, 3, 47
Ml

2.49 Kolik riznych telefonnich stanic lze zapojit, jsou-li vSechna te-
lefonni ¢isla Sesticifernd (nulu na prvnim misté nepfipoustime)?

[ V§(10) — VZ(10) = 900 000 ]
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Reste rovnice v oboru pfirozenych é&sel: Priklad 2.52  Pii télesné vychové stoji v fadé 5 dévéat, z nichz dvé

a) Vi(z) -z Vi(2) =20 b) n-V4(3) =10 — Vi(n) jsou sestry, které chtéji stat vedle sebe. Kolika zptisoby mtizeme dévéata
j ’ it tak ily vedl ?

A PTG e postavit tak, aby sestry staly vedle sebe

| I [ 0 leeto L] Reseni.  Oznaéme dévéata pismeny A, B, C, D, E. Pismena A, B
znaci sestry. Ukazme si nékterd poradi dévéat v fadé. Napiiklad

[A, B, C, D, E], [C, D, A, B, E] atd. Je zfejmé, Ze v kazdé takovéto

i 2.3 Permutace , permutaci se vyskytuje usporadana dvojice A, B, ale stejny pocet per-
i a permutace s opakovénim mutaci ziskdme také pro usporddanou dvojici B, A. Vysledek proto
il vezmeme dvakrat. Nahradime-li dvojici A, B jedingm prvkem (ozna-
‘ Definice. Permutace z n prvki je kazdi variace n-té t¥idy ¢ime jej X), dostaneme ze dvou vyse uvedenych permutaci tyto:

técht k.
z téchto n prvki X, C,'D, Bl ¢, D, X, E

Pocet vsech permutaci z n prvka oznadime P(n).

‘ — il 1)l =12) L P () = n v X, € DB Gyl

\U; , P(n)=Vy(n)=nn—1)(n—2)-...-(n—n+1) = Poéet’véech. moznych pofadi.dc?véat V fadé,vkterz% splnuji pOiaC}OVB{IOlvl
‘ i podminku, je tedy roven dvojnasobnému poctu vSech permutaci ze &tyt
|
iji‘ i Priklad 2.51  Kolik raznych sestav Gtoku muiZe sestavit trenér fot- 2P(4) = 2- 4! = 48.
‘ ‘ balového druzstva z hracu s ¢isly 7, 8, 9, 10, 11 tak, aby
A S A ice. ki Ani h yt tvo-
| a) hraci se sudymi ¢isly, b) hraci s lichymi éisly, Peﬁnlce Perrr'lutace it i opakovalnlm Hbhon by il
‘ feny ze dvou skupin prvkti o r a m — r prvcich nebo z m skupin
nehrali vedle sebe v utoku? o ki, ko, ..., kn, prvcich, kde k1 + k2 + . . . + ki = n. Pocdet vech
Reseni ‘ permutaci s opakovanim z n prvki sloZzenych z ki, ks, . . . , k,,, skupin

vz /
oznacime Py . . (n),

i 5 g )

\ 11, je P(5) = 5!. Z tohoto po¢tu musime odecist podet sestav, které P! Vi n!
maji hraci se sudymi ¢isly 8 a 10 vedle sebe. Tyto sestavy dostaneme
tak, Ze utvofime ze ¢tyf prvka z, (8, 10), y, 2, resp. z, (10, 8), y, 2

w\

a) Pocet sestav v titoku, které jsou sestaveny z hrac¢a s &isly 7, 8, 9, 10,
[

i ) ] Al resp. pro dvé skupiny prvku

vSechny mozné permutace, kde z, y, z jsou hradi s lichymi ¢isly.

Pocet téchto sestav je 2 - P(4) = 2 - 4]. Pocet sestav utoku, které y n! n
Pr,nAr<n) i i r

I ) (&ti: n nad r).

nemaji hrace se sudymi ¢isly vedle sebe, je

Ri= P(5)— 2P ()= hl -2l — 79, Priklad 2.53  Kolik riznych sedmicifernych ¢isel lze vytvorit z éislic
2020 2 s SN 5L
b) Pocet sestav ttoki sestavenych z hracéi s éisly 7, 8, 9, 10, 11, které

i ‘ nemaji hrace s lichymi ¢isly vedle sebe, uréime néasledujici tivahou. Resent ,
‘ j Kazda takovato sestava mé tvar z, 8, y, 10, z, nebo z, 10, y, 8, z, ) 7! B2 daiD i Gl ) ) TS 35
‘ J ‘ kde z, y, z jsou hraci s lichymi ¢isly. Proto pocet téchto sestav je P3,4(7) a0 R e S 2
i
“ ‘ B =2 B@)= 23l =12 ' Celkem muzeme vytvorit 35 sedmicifernych cisel.
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Cviceni
2.54 Utvorte permutace bez opakovani z prvku a, b, ¢, d.
[ a7 b? C7 d; b7 C7 d’ a/; C7 d’ a7 b7 d? a7 b7 C’

a’ b7 d’ C; b’ C7 a7 d7 c7 d7 b7 a7 d7 a’ C7 b;
a7 c? b7 d; b’ aV c7 d; C7 a7 b7 d7 d’ b’ C7 a;
a, dsb, ‘el by ad, exve, ias dsb;: vd, by ayc;
aydychbitbidyas e teyb ayid: d e a,b;
Ay crd brd e artic 105 d, a; a0 ar
Permutaci je P(4) =4!=24. |

2.55

2.56

7 kolika prvka muzeme vytvorit 40 320 permutaci bez opako-
vani?

[Ulm= 8 {]

Ve tridé se vyucuje jedenacti pfedmétum. Kolika zptsoby lze
sestavit rozvrh na jeden den, pfipada-li na tento den Sest ruz-
nych jednohodinovych predméta?

[ 332640 zpisoby. ]

V roviné jsou dany 4 body Ai, As, A3, A4 z nichz zadné tii
nelezi v téze primce. Kolik rtznych uzavienych lomenych éar
lze z nich vytvorit?

P

Kolik jednocifernych az ¢tyrcifernych ¢isel s riznymi ciframi lze
vytvofit z cifer 0, 2, 4, 67
[ 49 ]

Osm studujicich si slibilo, Ze si poslou vzdjemné pohlednice
z prazdninovych cest. Kolik pohlednic bylo rozesléno?

[168.]

Urcete pocet vSech ¢tyfcifernych éisel, ktera jsou tvorena z cifer
0,1, 2,5, 7 a jsou délitelna cislem 9, pficemz cifry se mohou
i opakovat.

[/ e]

Kuffik ma heslovy zamek s péti okruhy po osmi é&islicich
1,2,3,...,8. Nastavme ho libovolnym zptisobem.

*2.62

2.63

2.64

2.65

2.66

2.67

a) Kolika rtiznymi zpiisoby lze tato nastaveni provést?

b) Kolik okruhtt po osmi éislicich musi nejméné tento zamek
mit, méa-li pocet vSech moznych pripadt prekrocit milion?

c¢) Kolik ¢islic musi nejméné mit kazdy z péti okruhti, ma-li
pocet vSech moznych zpisobt prekrocit 10 0007

[ a)32768 b)7; ) 7. |

Zmensi-li se pocet prvki, mezi nimiz jsou dva stejné, praveé
o tyto dva stejné prvky, zmensi se poc¢et permutaci 45krat. Ko-
lik je prvka?

Nadvod:

!
= k:;}c" kde n znamenda pocet prvki, z nichz jeden se opakuje
1! k2!
ki-krat a druhy ko-krat.

' , » e . 3 /
Pocet permutaci s opakovanim je dan vzorcem Py, ,(n) =

[ Prvkua je 10. ]

Zvétsi-li se pocet n prvki o dva, zvétsi se pocet permutaci
72krat. Urcete n.

Reste rovnici
log(z + 1)! — log ! = 1.

Zmensime-li pocet prvki o dva, zmensi se poc¢et permutaci dva-
cetkrat. Urcete ptivodni pocet prvki.

Kolik sesticifernych ¢isel bez opakovani je mozno sestavit z cifer
1,2, 3,4, 5,6, maji-li éisla

a) zacinat cifrou 4,
b) zac¢inat ciframi 4 nebo 57

[ a)120; b) 240. |

Zvetsi-li se pocet prvki o 2, zvétsi se pocet permutaci z téchto
prvki vytvorenych padesatsestkrat. Kolik je prvka?
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Kolik ¢tytcifernych telefonnich ¢isel lze sestavit z éislic 1, 2, 3, 4,
5 tak, ze se v ném kazda cislice vyskytuje nejvyse jednou?
oo

2.69 Kolik raznych triténovych popévki lze vytvorit z tént A, C, E,
G, jestlize se tény neopakuji?
(2]
2.70 Aranzér ma umistit do vykladu vedle sebe 3 stejné kabaty
bézové, 2 stejné zelené a jeden cGerny. Kolika zptisoby by to
mohl provést?
kool
2.71 Kolik znacek Morseovy abecedy je mozno utvofit, sestavime-li
tecky a ¢éarky do skupin o 3 a 4 prvcich?
2]
2.4 Kombinace
a kombinace s opakovanim
Definice. Kombinace k-té tfidy z n prvki je kazda k-prvkova

podmnozina mnoziny uréené témito n prvky.
Oznacujeme je Ck(n).

kde

Wi

Priklad 2.72 Je ddno n bodt v roving, z nichz 7adné tii nelezi
v pfimce a Zadné ¢tyti na kruznici. Kolik kruznic je jimi uréeno a kolik
jich prochazi kazdym z danych bodi?

Reseni.  Vime, 7e kruznice je uréena tiemi body, které nelezi v ptimce.
Ponévadz zidné tii z danych bodti nelezi v primce a zadné ¢tyfi na
kruznici, je jimi uréeno tolik kruznic, kolik rfiznych trojic bodt z nich
lze vybrat. Jde tedy o skupiny tieti t¥idy, pficemz nezalezi na poradi

56

bodi v jednotlivych skupindch, tj. jde o kombinace tieti tridy z n prvki.
_ n(n—1)(n—2)
o 6
Vybereme-li si libovolny z danych bodt, pak jim a libovolnymi dvéma
dalsimi body je uréena jedna kruznice. Kazdym z danych bodu tedy
prochézi tolik kruznic, kolik je mozno ze zbyvajicich n — 1 bod# vybrat
skupin po dvou bodech, t;.

(n;l) i (n—l)z(n~2)

Uloha mé smysl pro kazdé prirozené ¢islo n = 3.

Priklad 2.73 Na pisemné zkousce z matematiky je 16 zéki, z nichz
Ctyti jsou na zkousku vyborné p¥ipraveni. Polovina 74kt m4 vzdy stejné
zadani tlohy. Kolika zptsoby miizeme zaky rozdélit, aby v obou skupi-
nach byli vzdy dva vyborné pripraveni zaci?

Danymi body tedy prochézi celkem kruznic.

kruznic.

Reseni. Pocet zpisobti, kterymi miizeme rozdélit étyti vyborng pfi-
pravené zaky do dvou skupin po dvou Zacich v kazdé skuping, je Cs (4).
Ke kazdé dvojici miizeme pfipojit 6 zakit Cs(12) zpiisoby. Celkovy po-
cet zpiisobti, kterymi zaky miizeme takto rozdélit, je

n = Ca(4) - Ca(12) = (;‘) . <162> L elgayl

Pouzili jsme kombinatorické pravidlo souéinu.

Priklad 2.74  Kolik prvki je tieba vzit, aby z nich bylo mozno utvo-
It Sestkrat vice kombinaci étvrté tiidy nez kombinaci druhé tridy?

Reseni.  Pocet kombinaci ¢tvrté tfidy z n prvki je ddn vztahem
n!
Ci(n) = ————,
dals g (n — 4)!

pro kombinace druhé tiidy z n prvki plati, ze

n!

Ze zadani plyne, Ze
C4(TL) = CQ(TL),

o7




£
n! 6-n!
4! (n — 4)!

po tprave dostaneme:

20n—2)! =6-4!(n—4)!
n? —5n — 66 = 0
5 + /289 {11
e T e

: 9 —6 nevyhovuje

K tomu, aby byly splnény podminky uvedené v zadani tlohy, je tieba
vzit 11 prvku.

Priklad 2.75 Kolik moznych vysledktt mtize padnout pii hodu
tfemi hracimi kostkami?

Reseni. Pocet kombinaci k-té t¥idy s opakovanim z poctu n prvki
je dan vztahem
+k—1
am = ("5,

kde ve skupiné k prvki se muze kazdy prvek libovolné opakovat. Proto

plati
6+3-1 8 8!
C/ 6 - == = —_—— i
3(0) ( 3 ) (3) 31 (8 — 3)! it

Pocet vSech moznych vysledkt pfi soudasném hodu tiemi kostkami je
56.

Cviceni

2.76 Utvoite vSechny kombinace druhé tiidy z péti prvki z, v, 2,
fu, k.

z, % T,k z, ks oy, 2 Y,k oy k;

2, k; ( AR

ALY ek TE 2 x
z ,k‘, h,k; Oz ):10

y:
) By
2.77  Kolik prvki je tfeba vzit, aby se sedminasobny pocet kombinaci

3
2. t¥idy rovnal 3 poc¢tu kombinaci 3. t¥idy?

58

2.78

2.79

2.80

2.81

2.82

2.83

V kolika bodech se protind 9 pfimek, z nichz pravé 4 jsou na-
vzajem rovnobézné?

[ 30 ]

V prostoru je dano 12 bodu, z nichz zadné ¢tyti nelezi v jedné
roviné.
a) Kolik étyfstént lze z téchto bodt jako vrcholfl vytvorit?
b) Kolik étyfsténii vytvorime, lezi-li pravé 6 bodt v jedné ro-
ving?
[ a)495; b) 480. |
V roviné je dano 10 bodt, z nichz zadné tfi nelezi v jedné
primce.
a) Kolik kruznic lze jimi ur¢it?
b) Kolik kruznic je uréeno, lezi-li pravé 6 bodi na jedné kruz-
nici?
[ a)120; b) 101. |
Je dano 10 riznych bodu v prostoru, z nichz zadné ¢tyfi nelezi
v jedné roviné.
a) Kolik rovin lze jimi prolozit?
b) Kolik rovin lze jimi prolozit, lezi-li 4 body v jedné roviné?
[ a)120; b) 117. |

Zvetsi-li se pocet prvkii o 1, zvetsi se pocet kombinaci tieti t¥idy
o 21. Kolik je dano prvku?

Pl

Ve tride je 18 chlapct a 14 divek. Kolikerym zpisobem se mo-

hou zvolit do tfidni samospravy 3 zastupci, maji-li to byt:

a) sami chlapci, b) samé divky, c) dva chlapci a jedna divka?
[Va) 816:b) 364 e 2119 1t
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2.84

2.85

2.86

2.87

2.88

2.89

2.90

2.91

60

1
Jestlize ( 55> = 3 003, vypocitejte:

15 15 15
b . 6 ?
Ll SO )
[ a) 1365 b)5005 c)6435. ]
Uréete pocet prvki n, je-li pocet kombinaci druhé tridy 66.
(88 =120
Ug¢itel m4 k dispozici 20 aritmetickych a 30 geometrickych pri-
kladii. Na pisemnou praci ma vybrat jeden aritmeticky a dva
geometrické piiklady. Kolik je moznosti na sestaveni pisemnych
praci?
[ 8700 ]

Kolik pifmek je uréeno 6 body, jestlize
a) 7adné tii z nich nelezi na jedné primce,
b) tii body lezi na jedné pfimce,
c) tfi a tfi body lezi na pfimce,
d) ¢tyii body lezi na jedné piimce?
[ a) 15 piimek; b) 13 pifmek; c) 11 piimek; d) 10 piimek. |
V tanecnich je 24 chlapct a 15 divek. Kolik riiznych part mo-
hou vytvofit? Reste uzitim kombinaci i uzitim kombinatoric-

kého pravidla soucinu.
[ 360 ]

Kolika zptisoby lze vybrat ze skupiny 20 déti dvojici na konani
noc¢ni hlidky?
[ 190 ]

7 kolika prvki lze vytvofit 100 kombinaci druhé tiidy?
[ Nelze vytvofit. |

Kolik hraci se zacastnilo turnaje ve stolnim tenisu, jestlize bylo
odehrano ve dvouhie celkem 21 utkéni a hraci hrali kazdy s kaz-
dym?

VLR

2.92

2.93

2.94

2.95

2.96

2.97

2.98

2.99

Ve tiidé je 21 chlapcii a 9 divek. Kolikerym zptisobem lze zvolit
t¥{elenny vybor tiidni samospréavy tak, aby v ném byli 2 chlapci
a 1 divka?

[ Cs(21) - C1(9) =1 890 ]

Hokejové druzstvo ma 20 hract; 13 ttocnikd, 5 obranct
a 2 brankare. Kolik rtiznjch sestav by mohl trenér vytvorit,
jestlize sestava ma mit 3 tito¢niky, 2 obrance a 1 brankare?

[ C3(13)-Cz(5)~C1(2):5720 ]

V bedné je 28 vyrobki 1. jakosti a 2 virobky vadné. Kolikerym
zpiisobem je mozno vybrat pét vyrobki tak, aby t¥i z nich byly
1. jakosti a dva z nich vadné?

[ 03(28) . Cz(?) — 31276 ]

Zvétsi-li se podet prvki o Etyti, zvétsi se pocet kombinaci druhé
t¥idy o tticet. Kolik je prvki?

i

Ve t¥idé je 20 divek a 15 chlapci. Kolik raznych péticlennych
druzstev na sportovni zavod je mozno vytvofit tak, aby v druz-
stvu byli t¥i divky a dva chlapei?

[ Cs(20) - C2(15) =119 700 ]

Jaky je pocet kombinaci s opakovanim 2. tiidy a 3. t¥idy z prvki
a,'b,lcyd?

ki10 20 10']

Kolik moznych vysledkit mtize padnout pfi hodu péti mincemi,
rozlisujeme-li rub a lic mince?
(e Bal]

V elektrodilné jsou k pouziti civky, které maji elektrické odpory
o velikostech 1, 2, 3, 5, 10 ohmii. Kolik riiznych zapojeni péti
civek v obvodu stejnosmérného proudu, pii sériovém zapojeni,
muzeme ziskat?

[ Ci(5) =126 ]
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|
\‘ [ . v ’ o
“1 2.5 Vlastnosti komblnacnlch ¢isel Véta 2.2 Pro vSechna pfirozena ¢isla n, k, takova, ze n = k, plati:
\\‘ a Pascaltv trojuhelnik ( > hi ( >
n—
Definujme nejprve nékteré vlastnosti. Je-li n libovolné pfirozené ¢islo o Al |
a k = 0, plati: <>+< +> (k—!»l)’
n_n‘; Nl n! _1_1 n+1\ (n+2
0 oln! n _n!(n—n)!—O!_ ! n )] \n+1)
Sestavime-li kombinaéni &isla do schématu tak, aby v kazdém tadku Priklad 2.100 V mnoziné véech prirozenych cisel fesme rovnici
byla vSechna kombinaéni &isla pro dané n, dostaneme takzvany Pasca-
ltv trojuhelnik: z—1 z—2
Lt =4,
z—2 r—4
n—0 :
()

Reseni.  Pro vsechna ptirozena Cisla x = 4 plati, ze i

)
no ) (- T

i (ﬁ G) : C) <§:i>:‘u-4ﬂuf:;%ww~®n: |

Lt G - |
i (0> <1> (2) (3) (4) (5) Lze také pouzit vétu 2.2a. ‘

Dané rovnice ma tvar

ni=10 1
(z-3)a=2) _
Bl 1 1 i ik o T
n=2 1 2 1 2 —3z—4=0.
T 8 ) i 2 ' Odtud z1 =4, z2 = — 1.
B i i 8 # 1 Dané rovnici vyhovuje pouze kofen z = 4, nebot kombinaéni ¢islo (n)
n= 1 5 10 10 5 ; k
je definovano pro viechna n, k € N, n 2 k.
P 2 “
I = + =44 P =4,
() )
D=l
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Cviceni

2.101 Vypocitejte:

e o @ e

4
[ a) 70; b) 84; c) b 11-107%; d) 140. }

2.102 Vyjadiete jedingm kombina¢nim &islem:
5 5 11 101
b ;

2.103 Upravte:

N3

2.104 Vypocitejte
1 2 3
Rl ),
n n n n

| =

2.105 Podle rekurentniho vzorce <k:L_1> — <n> : n—k7 ikl

k ol

vypocitejte:

IR D k)

[ a)560; b) 3060; c) 15 504.

2.106 Pomoci véty 2.2 zjednoduste a pak vypocitejte:

0 ()6 v @Q+6)+@)-6)

[Ha)ias: b1 62,

64

(i 1(an—3). n=3 neN }

(n3+9n2+26n+24), n e N. }

2.107

2.108

2.109

2.110

2.111

2.112

2.113

Oveérte, Ze soucet vsech kombinaénich ¢isel v desatém Fadku
Pascalova trojuhelniku se rovng 2'°.

Vypoctéte v jedenactém fadku soucet ¢isel na sudjch mistech
a na lichych mistech.
[ 20 ]

Je vice moznosti (je pravdépodobngjsi), Ze pii deseti hodech
stejnou minci, padne ,lev* pétkrat, nebo Ze padne ctytikrat?
[ Pétkrat. |

Kolik tikett sportky musime vyplnit, abychom méli jistotu, ze
vyhrajeme 1. cenu? Hadame 6 ¢isel ze 49 éisel.
[ 13983816 |

Zjednoduste vyraz

n! (mn+1)!  (n+2)! n!

e TG e ST P R 7 S

{ 7m, n e N. J

Reste rovnice:

x x
a)
<;1:2> (x 1)
gzl e
b -
i) Lot )
) 45 08 sl
C = (1
2 2
LEa)yze N, &= 2, nemd tesent: b) 2 =5, 2 € Njx = 4
¢) =1+ |al pro |a|] = 1; nem4 feSeni pro |a| <1, a € Z. |

| 1

Reste rovnice:
r—2 z—3
| =16
) (CBpn{T0)
b) Cs(z) + Cz(z) = 15(z — 1),
¢l 80zl (mR2)!,
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5$4y2 i 51.3y3 5$2y4 xyf} yﬁ

18 54 108 81 o

3 7
—+212—+35§+35y Y o

hiat 08
0 Y A8 S

[ a) —2+2i; b) 28+ 96i; c) — 208+ 344iv/2; d) 64. ]

o

[ a) 497 954 + 289 461/3;

b) 4 09626 — 9 216x° + 8 640x* — 4 32023+
72
Sl —9x+ Gy ]
4 64

2.120 a) (2+3v3)",

2.121 b) ( +\/—) U e o

oy E) s

[ a)2® +6z%a + 152%a® + 20z%a® + 1522a* + 6za° + af;
1 5

b) a'! +11a'%b% + 55a%b + 165a%b3 + 330a7b? + 462a°b53 +

+462a5b3 + 330a%b3 + 165a°b* + 55a2b3 + 11ab° + bF ;

0 i(z)m¥<-n>k;

k=0

B OIOMIOR BN

2.122 Vypoditejte (cos a + isin @) podle binomické véty a podle
Moivreovy véty a porovnejte oba vysledky. Vyjadiete cos 5a,
sin b pomoci funkci sin «, cos a.

[ cosba =16 cos’a — 20 cos®>a + 5 cos «;
sin 5o = 16 sin®a — 20 sin®cv 4+ 5 sin . |

68

+21—+7—+—. ]

2.123

2.124

2.125

2.126

2.127

2.128

2.129

Urcete paty ¢len binomického rozvoje vyrazu

z2 2ty
(F-%) vre

Urcete:

8
a) ¢tvrty ¢len binomického rozvoje vyrazu (2i - 2\/5) .
1\
b) sedmy ¢len binomického rozvoje vyrazu <a2 — —3> !
a
(g =2 ()

[ a) —71680iv5; b) 2100~ . ]

8
1

Jak velké musi byt x, aby ve vyrazu (41' — 3—) Jzl== 04ibyl
@

¢tvrty clen roven —147

Vypocitejte dvacaty a dvaadvacéty clen binomického rozvoje

vyrazu (1 — i)*.
40 40
[ P (19)1; il _(21)i' }
v Pl o , 3\ 14
Urcete desaty ¢len rozvoje vyrazu (~2 &+ ) T

[ —64 064227 ]

Urcete prostiedni ¢len rozvoje vyrazu (y/a + {75)12.

[ 9240°, a 20 ]

10
e
Urcete osmy ¢len rozvoje vyrazu (5 . 1> !
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7 4 Y . o
1 hd
2.130 Ureete tfeti &len rozvoje vyrazu <—i+ 5) : 2.7 Prehled zakladnich pojmu

7 Je ddna mnozina M o kone¢ném poctu prvkti n € N (zékladni soubor
[ i s J prvki). ' |
Libovolna k-tice prvki vybrana podle uréitého pravidla z n prvkd mno-
g ziny M se nazyva k-prvkova skupina (ti{da).
2.131 Kolikaty &len rozvoje vyrazu <\/—~ ~> obsahuje 227
7

[ 7. 8en,z>0. ]

{f

ki

10
2.132 Kolikaty ¢len rozvoje vyrazu ( — 1) neobsahuje z?

S

[ 3. éen, z>o0. ]

Kombinace

7
1
22133 W7 rozvoji vyrazu <r5 — 4—) urcete koeficient ¢leny obsahuji-

ciho a) z'2 b) £20,

[ a) 0; b)—z—i. J

Vzhledem k vybéru prv

Variace

2.134 Vypocitejte posledni realny ¢len rozvoje vyrazu (2 — i\/§)9.

[ 1458 ]

hled o poétu hledanych skupin

8
1
2.135 Kolikaty ¢len rozvoje vyrazu | 222 — = obsahuje 277
r J

Pre

[ C‘tvrty ¢len rozvoje obsahuje 27, =200 J

2.136 Pro jaké x Jje v rozvoji vyrazu (\3/4 — 2T 43T 21’)9 sedmy
¢len roven 1687

Permutace
!

Vzhledem k pofadi prvki

A

[ z=1 ]

2.137 Urdéete ¢len, ktery obsahuje 2! v rozvoji vyrazu = g
3 M=,
> =

9 10 S &
(1—1’3) -(1+.1:2) : i 3
o9 s

o 2]

=

8 o

[ 8940214 ] o ©n

70 71




