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Predmluva

Predlozeny studijni text se zabyva mechanikou rovinného pohybu tuhého télesa.
Vznikl zkracenim a pfepracovanim podobného studijniho textu [4] z roku 1997
tim, Ze se omezuje jen na rovinny pohyb télesa.

Probirand latka se vztahuje k mechanice tuhych téles, ktera je jednim z pi-
lita celé fyziky. Zabyva se jednak popisem pohybu télesa, neboli kinemati-
kou rovinného pohybu, a také vztahem mezi kinematickymi veli¢inami pohybu
a silami ¢i momenty sil, které pohyb ovliviiuji, neboli dynamikou rovinného
pohybu. Aplikace této ¢asti mechaniky jsou vyznamné pro technické obory,
zejména strojirenstvi.

Studijni text je nadstavbou uciva, které je ve stfedoSkolskych ucebnicich
fyziky, a poskytuje pripravu pro feseni naroc¢néjsich tloh, které se casto vy-
skytuji ve Fyzikalni olympiddé. Obsahuje 10 vytesenych piikladid a 12 dloh
s uvedenymi vysledky feSeni.

Pro dalsi studium doporu¢ujeme navazujici text [5], ktery pojednava o se-
trvaénicich. Pro vdzné zdjemce o mechaniku pak uéebnice [1], [2[ a [3], které
jsou vSak uz ucebnicemi vysokoskolskymi.



1 Kinematika rovinného pohybu tuhého télesa

1.1 Charakteristika rovinného pohybu

Pfi rovinném pohybu opisuji body télesa rovinné trajektorie, které lezi ve vza-
jemné rovnobéznych rovinach. Proto pro popis rovinného pohybu postaci popi-
sovat prumét (S) télesa do jedné z téchto rovin, kterou volime za zdkladni. Tak
misto trojrozmérného télesa vysSetiujeme pohyb plosného utvaru v roviné. Do
zakladni roviny umistime pocatek O a osy z, y kartézské soutradnicové soustavy
(obr. 1).

Poloha télesa pfi rovinném pohybu bude jednozna¢né urcena polohou tsecky
AB ve vztazné soustavé v zakladni roving, tedy polohou referenéniho (vztaz-
ného) bodu (napf. bodu A) a smérem usecky AB. Pohyb budou popisovat
rovnice

TA = xA(t)
Yya = yA(t)a (1)
@ = o(1).

Téleso vykonavajici rovinny pohyb mé tedy ¢ stupné volnosti.

Yy
(5) S
vat-A g
!
19 TA T
Obr. 1

1.2 Transla¢ni pohyb tuhého télesa

Pfi transla¢nim pohybu ztstava tsecka spojujici libovolné dva body télesa stale
rovnobézna se svou vychozi polohou. Proto maji trajektorie vSech boda té-
lesa pii jeho translaci shodny tvar a stejnou délku — trajektorie jsou shodné,
vzadjemné posunuté kiivky. Pri translacnim pohybu libovolnad pfimka spojena
s télesem neméni svij smér. Uvazujme dva body A, B télesa pfi transla¢nim
pohybu (obr. 2). Pro jejich polohové vektory plati



ra=ra(t),
rg =rp(t) =ra+ry,

kde vektor ry je konstantni. Proto pro rychlost a zrychleni dvou libovolnych
bodu télesa dostaneme

i drB . drA .

VB = dt - dt =V4, (2)
. dVB . dVA .

ap = - = g7 = a4 (3)

Vsechny body tuhého télesa se tedy pfi translacnim pohybu pohybuji stej-
nou rychlosti a se stejnym zrychlenim. Pohybovy stav tuhého télesa je proto pfi
transla¢nim pohybu jednozna¢né urcen pohybem jediného bodu, za ktery zpra-
vidla volime hmotny stred télesa. K feseni transla¢niho pohybu tedy pouzijeme
poznatki pro pohyb jednoho hmotného bodu.

1.3 Rotacni pohyb tuhého télesa kolem nehybné osy

P1i rotaci tuhého télesa kolem osy nehybné v télese i ve vztazné soustavé se
pohybuji vSechny body télesa (s vyjimkou bodl osy) po trajektoriich ve tvaru
kruznic lezicich v rovinach kolmych k ose se stfedem na ose. Rotacni pohyb
télesa kolem pevné osy je zvlastnim pfipadem rovinného pohybu. Ve zvolené
inercidlni vztazné soustavé je pohybovy stav télesa popsan jedinou souradnici
— thlem otodeni o = ¢@(t), ktery definujeme jako vektor lezici v ose rotace
(obr. 3). Jeho smér uréime nejsnize pravidlem pravé ruky: ukazuji-li prsty
pravé ruky smér orientované trajektorie bodu télesa, ukaze palec smér vek-
toru ¢. Rychlost zmény thlu otoceni popisuje vektor whlovd rychlost w, ktery
definujeme vyrazem
. Ap de .
o= A T @ P
Rychlost zmény thlové rychlosti popisuje vektor whlove zrychleni €, ktery de-

finujeme vyrazem
Aw dw d?p

=i T W T A
Oba vektory w, € lezi v ose rotace (obr. 3). Nyni miizeme uréit rychlost a
zrychleni bodu A télesa rotujiciho kolem nehybné osy (obr. 4), kterd prochézi
pocatkem O vztazné soustavy. Je zfejmé, ze pro drahu s a velikost v rychlosti
bodu A plati

ds dp

s =T, v =

:E_Tdt = rw.



Obr. 3 Obr.4

Druhy ze vztahti nas vede k vypoc¢tu obvodové rychlosti v jako vektoru

0

Jeho derivaci podle ¢asu podle vzorce pro derivaci sou¢inu dvou funkei pii za-
chovéani poradi funkei (pro vektorovy soucin dvou vektort ve vztahu (4) neplati
komutativni zdkon) dostaneme pro zrychleni bodu A postupné vyrazy

a—dv—d(wxr)—dwxr+w><dr—exr+w><(w><r) (5)
At dt Cdt dt '

Prvni slozka zrychleni v (5) mé zfejmé smér teény ke kruznici v bodé A je
tedy tecnym zrychlenim a; bodu A. Druhd slozka zrychleni v (5) ma ziejmé
smér normély ke kruznici v bodé A je tedy normaloviym zrychlenim a, bodu A.
Neboli

a=a;+a,, a,=€exr, an:wxv:wx(wxr).‘ (6)
02

ay = er, Uy = WU = Wor = —. (7)
T



1.4 Obecny rovinny pohyb. Zakladni rozklad pohybu

S ohledem na popis pohybu rovnicemi (1) lze rovinny pohyb télesa rozlozit na
translacni pohyb referenéniho bodu A a na rotacni pohyb kolem referen¢niho
bodu A — viz obr. 5. Pfitom lze ukéazat, ze rota¢ni slozka rovinného pohybu
nezavisi na volbé referen¢niho bodu. Na obr. 6 je znazornén rozklad pohybu
pro pripad, Ze referen¢nim bodem je bod B.

Y

Obr. 5 Obr. 6

Polohu libovolného bodu B télesa, popsanou polohovym vektorem rg = rp(t),
lze vyjadrit ve tvaru

rp =ra+rpa,
kde rq = ra(t) je polohovy vektor bodu A a rga = rpa(t) je polohovy vektor
bodu B vzhledem k bodu A ve vztazné soustavé, jejiz pocatek je v bodé A a
soufadnicové osy @', 3y’ jsou rovnobézné s osami x a y (obr. 7). Derivaci tohoto
vztahu podle ¢asu dostaneme vztah pro rychlost bodu B:

/

VB = VA +VBA =VA+ WXrpa, YA
kde : e - \\\
y Ve VB
UBA =W TBA, VBA L AB. : /
/X VA
Protoze pohybem bodu B v soustavé BAMN
Ax'y’ je rotace okolo bodu A, je rych- | - w B
lost vpa kolmé k tsecce AB. Pak je | reA
ziejmé, ze pri rovinném pohybu pri- Y
méty rychlosti dvou libovolnych bodi rs / VA
telesa na primku, kterd je spojuje, jsou A7 T~ g_u>’
st rovny — véta o prumétech rych- ra
losti. >
Pro zrychleni bodu B analogicky plati
Obr. 7

(srovnej se vztahy (6) a (7)):

ag =ds+apas=0a4+0adpa;+Apan =04+ EXrpa+ wX (WX rpa).



Z vyrazi pro rychlost a zrychleni bodu B je zfejmy rozklad rovinného pohybu
télesa na translacni pohyb referen¢niho bodu A a na rotaéni pohyb kolem tohoto

bodu.

Priklad 1 — klouzajici ty¢

Ty¢ délky [ se pohybuje tak, ze Y
jeji koncovy bod A klouze po
ose y a priblizuje se k bodu O sta-
lou rychlosti v4 a koncovy bod B
klouze po ose = (obr. 8). V oka- vy
mziku, kdy ty¢ svird s osou x

thel ¢, urcete:

a) rychlost a zrychleni bodu B, 0

b) thlovou rychlost a thlové
zrychleni tyce.

B
Obr. 8

Ulohu feste obecné a pak pro hodnoty I = 1,00 m, v4 = 2,00m-s~ 1, ¢ = 25°.

Reseni

a) Ze zadani je zfejmé, Ze rychlost a zrychleni bodu B maji smér osy z. Zvo-
lime bod A jako referen¢ni a na obr. 9 vyznac¢ime zékladni rozklad pohybu

bodu B. Plati:

VB =V4 +VBa,
pfi¢emz vpy L AB, apay L AB,
Yy

A

VA

ap =ay +aps =0+ apan + apay,

2
_ YBa
ABAn = 7

O
Obr. 9
7Z nakresu odvodime:
¢ A
vg = VBA =
B ALgQ, BA cos @ )

2 2
AGBAn _ Upag = Uy
cosp lcosp lcosdo




Vektor vg ma smér kladné poloosy x, vektor ap ma smér opacny.
Ciselné vychazi vg =0,93m-s™', ap =54 m-s 2.
b) V daném okamziku je velikost thlové rychlosti tyce
UBA _ vA
l lcos

a velikost tthlového zrychleni je

apat  apsing  vising

I 1 PcosPy’

Orientace obou veli¢in je vyznacena v obrazku.
Ciselné vychézi w =2,2rad-s™!, ¢ =23 rad-s~2,

Pro srovndni provedme jesté analytické resent dlohy a):

Ve vychozi poloze tyce popsané thlem ¢, kdy ma bod A soufadnici y = yo
a bod B souradnici x = z¢, volime pocatecni okamzik ¢ = 0. Zavislost xz-ové
soufadnice bodu B na case pak vyjadiuje funkce

z= /12— (yo —vat)? = /12—y + 2vayo - t — V412 =
= /2% + 2vayo - t — V412,

kterou dvakrat zderivujeme a dostaneme vztahy vyjadiujici zavislost
z-ovych soutfadnic rychlosti a zrychleni bodu B na case:

dr VAYO — vit
dt /a2 2vayo -t — 0312

vB =

(vayo — v4t)?
d?z Vad +2vayo -t — vt2
g = —5 = )
B de? x% + 2vayg -t — vitQ

— 0%\ /2d + 20ay0 - t — V512 —

Dosazenim t =0 dojdeme k vysledkiim

YovA
VBx = T— = vatgy,
0
2 2 2 4,2 2
oo wey _ ova(rotye) VA
By = —Vy | —+ 35 | =—— 5 =- =,
T 7 T g lcos®

kde | = /z3 + y2. Tyto vysledky jsou v souladu s piedchézejicim FeSenim.
Graficko—pocetni metoda s uzitim zakladniho rozkladu pohybu byla ale mno-
hem jednodussi a nazornéjsi.



1.5 Pdl rovinného pohybu télesa

Rychlosti bodu télesa pfi jeho rovinném pohybu lze jednoduse urcit uzitim pdlu
pohybu. Polem pohybu neboli okamZitym stredem otdceni se nazyva bod P
prumétu télesa do zakladni roviny, jehoz rychlost je v daném okamziku nulova
(obr. 10).

Obr. 10

Nyni je otazkou, zda pdl pohybu mtzeme pro kazdy okamzik libovolného
rovinného pohybu nalézt. UkéZeme, ze ano. Uvazujme libovolnou tsecku AB
v primétu télesa do roviny pohybu (obr. 11), ktera pfi pohybu ptejde do polohy
jiného sméru A; By. Pruseéik M symetrél tseéek AA;, BBy je totiz bod, kolem
néhoz se tsecka AB otoci o tthel ¢ do nové polohy A; Bi, nebot trojuhelniky
ABM, A1B1M jsou shodné a pohyb lze povaZovat za otoceni trojuhelniku
ABM, k némuz nalezi i tsecka AB, kolem bodu M o thel p. Pokud nastane
zv1astni pfipad, Ze osy tsecek AA;, BB; splynou (obr. 12) bude bod M pfimo
prusecikem tusecek AB, A1 B;.

Obr. 12 Obr. 13



Obr. 11 a 12 ukazuje, Ze kazdé pfemisténi tisecky AB do nové polohy A; By,
které neni posunutim (pak by tsecky AB, A;B; byly rovnobézné) je otocenim
okolo néjakého bodu M, ktery v limité |[AA;| — 0, |BB1| — 0 nazyvdme pdl
pohybu P.

Usecky AA;, BB; na obr. 11 a 12 jsou seénami trajektorii pfislusnych bodti.
V limité pro kazdy ¢asovy interval tyto se¢ny piejdou v teény (viz obr. 13) a
osy useCek AA;, BB; prejdou v normdly trajektorii. Jejich prusecik je pdl
pohybu P.

Vratme se nyni k popisu obecného rovinného pohybu podle obr. 9. Zvolme si
body A, B, jejichz rychlosti v4, vp nejsou paralelni. Pak pdl P je prusecikem
pfimky a, ktera prochézi bodem A kolmo k v4, a pfimky b, ktera prochézi
bodem B kolmo k vp. Pak vp = 0. Kdybychom predpokladali vp # 0 musel
by podle véty o primétech rychlosti byt vektor vp soucasné kolmy k a i b, coz
neni mozné.

Pro velikosti rychlosti bodit A, B plati vg = w-|PA|, vg = w-|PB]|, neboli

VA UB

PA] — |PB] "~ ®
Velikosti rychlosti bodu télesa pri rovinném pohybu jsou umérné jejich vzddle-
nosti od polu pohybu.

Je-li znam pdl, lze urcit rychlost libovolného bodu C:

VA
|PA|

Pol nejlépe uréime graficky ze znalosti neparalelnich rychlosti dvou libovol-
nych bodu télesa.

ve=w-|PC|, kde w=

1.6 Zvlastni pripady polohy pdélu pohybu

1. Jestlize se téleso pii rovinném pohybu od-

valuje bez skluzu, je pélem pohybu bod do-

tyku télesa s podlozkou (obr. 14). V daném

okamziku je vp = 0, jinak by se bod P mu- v
sel smykat. Poloha bodu P je vSak okamzita

— bod P se pfesouva jistou rychlosti po pod- P

lozce. Bude-li se odvalovat koule nebo valec
po rovné podlozce, bude rychlost premistovani
polu rovna rychlosti v stiedu télesa. V jinych
pripadech, naptiklad pii valeni po ovalu, bu-
dou tyto rychlosti rtizné.

Obr. 14

10



2. Jsou-li rychlosti v4, vg bodi A, B télesa pfi rovinném pohybu vzajemné
rovnobézné a kolmé na tse¢ku AB a maji-li rizné velikosti, lezi pél P v pri-
se¢iku pfimky spojujici body A, B a pfimky spojujici koncové body vektoru
va, vg (obr. 15a, b).

3. Budou-li mit souhlasné rovnobézné vektory v4, vp, na rozdil od pfipadu
ad2, stejnou velikost a stejny smér jde o limitni pfipad polohy pélu pohybu,
ktery ziejmé lezi v nekoneénu (obr. 16).

4. Jsou-li rychlosti v4, vg, bodi A, B télesa pfi rovinném pohybu souhlasné
rovnobézné vektory a nejsou-li kolmé k tisece AB (obr. 17), tak pfedevsim
podle véty o primétech rychlosti musi byt v4 cosa = vp cos a, neboli v4 = vp.
Z toho je pak ziejmé, ze pél P — oo.

VA VA VA

A Ae= Ay—»
w
B P
B B—..
VB
vVp B P — o0
Obr. 15a Obr. 15b Obr. 16

Priklad 2 — planetové soukoli

Je dano pevné kolo o stfedu O; a poloméru r, po némz
se bez skluzu odvaluje druhé kolo o stfedu O a po-
loméru R tak, ze unasSeC, ktery spojuje sttedy O;, O
se ota¢l thlovou rychlosti wy (obr. 18). Urdete smér a
velikosti rychlosti bodia O, A, B, C pohyblivého kola.

Reseni

Problém fesime pomoci pélu pohybu P, kterym je ziejmé bod dotyku obou
kol, kolem néhoz se pohyblivé kolo otac¢i okamzitou thlovou rychlosti w. Jeji
velikost ur¢ime z uvahy, ze bod O je spole¢ny unaseci i kolu. Proto

11



vo =wo(R+71)=wR.
7 toho

r

Pak
va = 2Rw = 2(R + r)wy,
vp = vo = V2Rw = V2(R + 7)wp.

Sméry vektort rychlosti jsou ziejmé
z obr. 19. Problém lze fesit rovnéz piimo

Obr. 19 (bez vypoltu w) uzitim vztahu (8), pficemsz

vychozi bude rychlost vy.

Ulohy

1. V piikladu 1 uréete velikost rychlosti bodu B a) uzitim pélu pohybu, b) uzi-

tim véty o primeétech rychlosti.

. Ty¢ z ptikladu 1 prodlouzime za bod B na dvojnasobnou délku (obr. 20).
Bod A se opét pohybuje po ose y konstantni rychlosti v4 a bod B klouze
po ose z. Urcete rychlost a zrychleni volného konce C' v okamziku, kdy ty¢
svird s osou x thel .

. Je dan klikovy mechanismus podle obr. 21, u néhoz r : I = 1 : 3. Klika
OA se otadi stélou thlovou rychlosti w. Uzitim zékladniho rozkladu pohybu
urcete zrychleni ¢epu B v levé a pravé krajni poloze.

Y
A

VA

12



2 Dynamika rovinného pohybu tuhého télesa
2.1 Vngéjsi a vnitini sily

Pfi odvozovani pohybovych rovnic tuhého télesa budeme vychazet z Newto-
novych pohybovych zakonti pro hmotny bod. Z metodického hlediska budeme
tuhé téleso povazovat za soustavu n — +oo hmotnych bodi, které jsou podro-
beny tuhym vazbam. Konec¢né soucty pak prechazeji v nekonecné rady, tj.

n n
—  lim — pro jednoduchost je oznac¢ime .
; im ; pro j j Z
Pro zachovani lepsi souvislosti a nazornosti vykladu tedy ponechdme oznaceni
ve tvaru sumacnich znamének, avSak bez uvedeni intervalu, v némz lezi hod-
noty indexu n. Budeme vzdy predpokladat, ze sumace, resp. integrace, probiha
pres celé téleso. Rovnéz pro hmotnosti hmotnych bodd, resp. elementtl télesa,
které maji hmotnost mnohem mensi nez je hmotnost celého télesa, ponechame
oznaceni m;. Pfi praktickych vypoctech nahradime sumace nekone¢nych rad ur-
¢itymi integraly. Hmotné body pfitom predstavuji elementy hmotnosti dm. Pti
feseni tloh budeme piedpokladat, Ze télesa jsou homogenni, tedy dm = p-dV,
kde o je konstantni hustota materidlu télesa a dV je element objemu.

Na soustavu hmotnych bod a tedy i na tuhé téleso obecné ptisobi dvé

soustavy sil — sily vnéjsi a sily vnitini. Vnéjsi sily souviseji s ptisobenim jinych
bodt nebo téles, které k vysetrfovanému télesu nepocitame. Vyslednici vnéjsich
sil, ptisobici na -ty bod, oznacime F;. Patii sem napt. tihova sila, kterou ptisobi
Zemé na uvazované té€leso. Vnéjsimi silami jsou i sily vzajemného piisobeni pfi
bezprostfednim dotyku télesa s jinymi télesy, dale tlakové sily tekutin, sily
elektrické a sily magnetické.
Vnitrnd sily souviseji se vzajemnym pusobe-
nim bodi uvazované soustavy. U tuhého télesa
jsou to napf. vazbové sily, které uskuteciuji
soudrznost télesa. Protoze vnitini sily jsou si-
lami vzajemného pusobeni, plati pro né New-
tonuv princip akce a reakce. Oznacime-li F;;
silu, kterou ptisobi j-ty bod na i-ty bod, a Fj;
silu, kterou naopak piisobi i-ty bod na j-ty bod
(obr. 22), bude

Pro momenty uvedenych sil vzhledem k libovolné ose O kolmé k roviné
pohybu podobné plati

rixFij—f—rijji:O,

nebot obé sily maji stejné rameno s a jsou vzdjemné opacného sméru (obr. 22).
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Tedy i soucet momentu vnitrnich sil k libovolnému bodu je nulovy.

Pfi vysetfovani dynamickych ac¢inkt sil na tuhé téleso jako celek tedy stac?
zkoumat jen ucinek wvnéjsich sil. K tomu je tfeba poznamenat, Ze i vnitini
sily mohou mit vliv na pohyb soustavy hmotnych bodi, mohou zpiisobovat
preskupovani bodt uvnitt dané soustavy. U tuhého télesa k tomu vSak dojit
nemuze, protoze u néj je vzdalenost mezi body podle definice stale konstantni
(tvar télesa se zachovava). U skutecnych (pruznych) téles vnitini sily zpisobuji
mechanické napéti a maji tedy rozhodujici vliv na soudrznost téles pfi jejich
namahani.

2.2 Hybnost soustavy, hmotny stied

Jednou z dilezitych dynamickych charakteristik soustavy hmotnych bodi je
hybnost soustavy, definovana jako vektorovy soucet hybnosti jednotlivych bodi:

dri d
p= zi:mm, = zi:mz Eraialy <21: mm,) . ©))
Zde jsme mohli provést naznacenou tpravu derivace podle ¢asu, nebot podle
klasické mechaniky mutizeme brat m; = konst.

Nyni vyraz (9) upravime uzitim pojmu hmotny stred. Je to bod, pomoci né-
hoz zjednodusime vypocet hybnosti soustavy tim, ze do néj umistime celkovou
hmotnost m soustavy, tj.

K3

Poloha rg hmotného stfedu se definuje ze vztahu
mrs = Emm, (10)

neboli

1
= =3 mr,. 11
rs mimr (11)

Pro soustavu hmotnych bodi nebo pro tuhé téleso, které se nachazeji v homo-
gennim tihovém poli, je hmotny stred zrejme totozny s tézistém. Hmotny stied
nemusi byt redlnym bodem soustavy hmotngch bodd nebo tuhého télesa (je
tomu napf. u prstence nebo u dutého vélce).

Zavedeme-li vztah (10) do (9), miizeme pro hybnost soustavy psat

drs

E = mvg, (12)

—g(mr)—m
P=q ") =

kde vg je rychlost hmotného stiedu.
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Hybnost soustavy hmotnych bodiu je rovna hybnosti jediného
hmotného bodu, ktery by se pohyboval jako hmotny stied télesa
a ve kterém by byla soustfedéna cela hmotnost soustavy.

P1i vypoc¢tu hybnosti tuhého télesa vykonavajictho ve zvlastnim piipadé
posuvny pohyb neni ani nutné pracovat s hmotnym stfedem, nebot podle (2)
jsou rychlosti vSech bodt stejné a tudiz je mozné ve vztahu (9) v; vytknout
pred sumu. Pak je hybnost télesa rovna souc¢inu hmotnosti a rychlosti libovol-
ného bodu télesa pii jeho transla¢nim pohybu. Z hlediska univerzalnosti pojmu
hmotny stfed pro obecné piipady soustavy hmotnych bodti, napf. u rovinného
pohybu tuhého télesa, se s timto pojmem pracuje i u transla¢niho pohybu.

2.3 Prvni impulsova véta

Uvazujme tuhé téleso, které se pohybuje v inercidlni vztazné soustaveé. Bude-li
na i-ty bod tohoto télesa pisobit vnéjsi sila F; a vyslednice vnitinich sil ) ; Fij
od ostatnich bodi télesa, bude pro casovou zménu jeho hybnosti p; platit

dpi
& =F + zj:Fij. (13)
Sumaci pFes celé téleso pro levou stranu rovnice (13) dostaneme
dp; d d
a2 g ), (1)

tedy ¢asovou zménu hybnosti télesa vyjadiené vatahem (12). Podobné sumaci
pro pravou stranu rovnice (13) dostaneme

Z Fi‘|’ZFij :ZFi:F,
j i

%

tedy vyslednou vnéjsi silu pusobici na téleso, nebot vyslednice vSech vnit¥-
nich sil je nulova. Zménu hybnosti té€lesa tudiz zptsobuje vyslednice ptisobicich
vnéjsich sil podle rovnice

dp _
T =F (15)

Je formalné shodna s pohybovou rovnici jediného hmotného bodu a je pohybo-
vou rovnici translacniho pohybu tuhého télesa. Rovnice (15) se oznacuje jako
prvni impulsova véta pro tuhé téleso.

Casova zména hybnosti télesa je rovna vysledné sile piisobici
na téleso.
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Protoze podle klasické mechaniky neuvazujeme zavislost hmotnosti télesa
na jeho rychlosti ve vztazné soustave a protoze hmotnost tuhého télesa se i jinak
s Casem neméni (jinak je tomu napf. u raket), mizeme rovnici (15) pfepsat
s vywzitim vztahu (12) do tvaru

d
m% = mag = F, (16)
kde ag je zrychleni hmotného stfedu.
Je-li vyslednice vnéjsich sil F nulovd, je ((ii_’t, = 0 a tedy p = konst, neboli

hybnost télesa je konstantni. Dospivame tak k zakonu zachovani hybnosti.

2.4 Druha impulsova véta pro obecny rovinny pohyb

P1i obecném rovinném pohybu télesa lezi trajektorie, rychlosti a zrychleni jed-
notlivych bodt télesa v navzajem rovnobéznych rovinach rovnobéznych se zvo-
lenou zadkladni rovinou. Za tuto rovinu zvolime rovinu (z, y) kartézské soustavy
(obr. 23). Budeme pfedpokladat, ze vnéjsi sily ptisobi na hmotné body télesa
v zakladni roviné.

Poloha primétu i-tého hmotného bodu télesa do zdkladni roviny, rychlost,
zrychleni tohoto bodu a vnéjsi sila, ktera na néj ptisobi, maji soufadnice

ri = (x;, yi, 0), Vi = (Vig, Viy, 0),
a; = (aix;aiya 0)7 F;, = (ET;Fvyv 0)
Moment vnéjsi sily, kterd ptisobi na

i-ty hmotny bod, vzhledem k ose z de-
finujeme jako vektor

Mi =r; X Fi
kolmy k zakladni roviné, tedy rov-
nobézny s osou z. Analogicky zave-

deme moment hybnosti i-tého hmot-
ného bodu

Ll' =r; X p; =r X m;Vv;. (17)
Tyto vektory maji soufadnice
Mi - (07 Oa Ml)a Ll - (07 Oa Ll)

Okamzita osa rotace télesa ma smér osy z, a proto tthlova rychlost a thlové
zrychleni maji souradnice

w= (0,0, w), €=(0, 0, ).

Obr. 23

16



Budeme nyni hledat souvislost mezi ¢asovou zménou momentu hybnosti a
vyslednym momentem sily, ktery pasobi na tuhé téleso pri rotaci kolem okam-
zité osy rotace. Poté budeme vypocet specializovat na rotaci kolem nehybné
0Sy.

Pro moment hybnosti i-tého bodu plati vztah (17). Jeho derivaci podle ¢asu
(jako soudinu dvou funkci) dostaneme

dLi—%x ‘+r‘><dpi
a @ Pt

Prvni soudin na pravé strané je nulovy, nebot vektor hybnosti ma stejny smér
jako vektor rychlosti. Ve druhém souéinu dosadime silu podle vztahu (13). Tedy

dL;
ar =r; X Fi-f—zj:’:ij

Provedeme-li sumaci téchto prispévki vzhledem k okamzité ose pro celé téleso,
dostaneme pohybovou rovnici, jejiz leva strana bude mit tvar

dL, d dL
= — Li = —.
— dtdt Z dt

i

Jde tedy o ¢asovou zménu momentu hybnosti tuhého télesa. Prava strana rov-
nice bude mit po sumaci tvar

E r;, X Fi+2Fij :ZriXFi:ZMi:M~
i j i i

Pujde tedy o vysledny moment vnéjsich sil ptsobici na tuhé téleso, nebot vy-
sledny moment vSech vnitinich sil je nulovy. Tento moment ma smér okamzité
osy rotace. Obecna pohybova rovnice rota¢niho pohybu tedy zni

L
T=M (18)

Vysledek (18) se oznacuje jako druhé impulsova véta.

Casova zména momentu hybnosti télesa vzhledem k libovolné ose
kolmé k roviné pohybu je rovna vyslednému momentu vnéjSich
sil vzhledem k téze ose.
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2.5 Dynamika otac¢ivého pohybu kolem nehybné osy

2.5.1 Moment hybnosti télesa vzhledem k nehybné ose. Moment
setrvacnosti

Pri otacivém pohybu télesa kolem nehybné osy

opisuji body télesa kruhové trajektorie se stfedem |
na ose otaceni. Pro vypocet prispévku L; i-tého /
bodu télesa k celkovému momentu hybnosti L té-
lesa zvolime pocatek O; ve stfedu této kruznice
(obr. 24). Pak bude velikost polohového vektoru
r; hmotného bodu totozna s polomérem prislusné
kruhové trajektorie. Definujeme

Li =r; X p; = m;r; XVv;. (19) e

Tento vektor umistujeme do osy rotace. Rychlost

v; i-tého bodu je kolméa k pravodici r;, mizeme

tedy pro velikost momentu hybnosti i-tého bodu ’I,
psat

2 Obr. 24

7

L; = rip; sin90° = r;m,;v; = wmyr

kde w je tihlova rychlost rotace. Protoze takto vypoctené ptrispévky od jednot-
livych bodd maji stejny smér — smér nehybné osy rotace — bude mit moment
hybnosti celého télesa velikost

L= Li=w) mir}=wl, (20)

kde

J=3, m;r? (21)

je moment setrvacnosti tuhého télesa vzhledem k nehybné ose o. Jelikoz
thlova rychlost w je vektor lezici v ose rotace, je moment hybnosti tuhého
télesa rotujiciho kolem nehybné osy vektor

)

lezici rovnéz v nehybné ose rotace.

2.5.2 Druha impulsova véta pro rotaci kolem nehybné osy

Vyjadiime-li moment hybnosti tuhého télesa rotujiciho kolem nehybné osy po-
moci vztahu (22) a uvéazime-li, Ze pro dané rozlozeni hmotnosti tuhého télesa
vzhledem k nehybné ose rotace je J = konst., miizeme vysledek (18) piepsat
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do jednoduchého tvaru

L =J=e=m, (23)

Jw) =T g =

kde € je vektor thlového zrychleni, ktery rovnéz lezi v ose rotace.
Je-li vysledny moment sil M nulovy, je
dL
i 0 a tedy L = konst. (24)

Tim jsme dospéli k zdkonu zachovdni momentu hybnosti. Protoze J = konst.,
dostédvame vzhledem k (22) soucasné i vysledek

w = konst.. (25)

2.5.3 Srovnani rota¢niho pohybu kolem nehybné osy s translaénim
pohybem

Nejprve porovname vztahy pro vypocet kinetické energie. Pti transla¢nim po-
hybu se vsechny body télesa pohybuji stejnou rychlosti v. Kinetickd energie
télesa je

1 1 1
Ex = Z Emivz = 51)2 Emi = Emvz. (26)

P1i rota¢nim pohybu télesa kolem nehybné osy tihlovou rychlosti w je veli-
kost rychlosti i-tého elementu v; = wr;. Kineticka energie télesa je

1 1 1
E, = E §mﬂ)¢2 = §w2 Emirf = §Jw2 (27)

Mezi veli¢inami pro translacni pohyb tuhého télesa a pro rotacni pohyb
tuhého télesa kolem nehybné osy je mozné sledovat analogie, které maji hlubsi
fyzikalni souvislost. Pro ziskani lepsi orientace mezi témito veli¢inami a vztahy
je vhodné si udélat jejich shrnuti v nasledujici tabulce:
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transla¢ni pohyb rota¢ni pohyb
element drahy dr, ds element thlové drahy de
rychlost V= % uhlova rychlost w= ((ii_’tp
zrychlent a=% | thlové zrychlent -
hmotnost m moment setrvacnosti J
sila F moment sily M=rxF
hybnost p=mv moment hybnosti L=Jw
I. impulsova véta F = ((ii_,t) II. impulsova véta M = %
pohybova rovnice ma =F pohybova rovnice Je=M
element prace dW = F-ds | element prace dW =M -de
vykon P=F-v vykon P=M w
kinetické energie | Ej = %mv2 kineticks energie Ey = %JwQ

Priklad 3 — roztadeni setrvaéniku

Na hridel s nasazenym setrvacnikem o po-
loméru r a o celkovém momentu setrvac-

nosti J vzhledem k ose hiidele ptisobi hnaci

moment sily o velikosti

MZM()—]CW,

kde My a k jsou konstanty a w je oka-
mzita thlova rychlost. Na obvod setrvac-
niku (obr. 25) soucasné ptisobi ¢elist brzdy,
pricemz pritlacnd sila je N a soucinitel
smykového tieni f. Hiidel se rozbiha z kli-
dového stavu. Urcete

a) maximalni thlovou rychlost wy, hiidele,

Obr. 25

b) zévislost w = w(t) a ¢as ty, kdy hiidel dosdhne Ghlové rychlosti wy,.

Reseni

a) Protoze hnaci moment sily je zavisly na thlové rychlosti a brzdny moment
sily N fr je konstantni, doséhne hiidel maximéalni thlové rychlosti wy, pfi
vyrovnani velikosti téchto momentt sil, tedy kdyz

My — kwy = N fr

=  Wm 2
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b) Pohybova rovnice podle (23) ve skaldrnim tvaru bude

JazMo—kw—Nfr.

Aby se hfidel viibec roztocila, musi byt
M()—Nf’f‘ZM(/)>0.

Rovnici upravime do tvaru vhodného k integraci tim, ze oddélime (separu-
jeme) proménné w a t:

dw
JMO " = dt.

Integrujeme v mezich od w =0 dow aodt=0do t:

J [ —kdw
=3 /dt

J w J M
L - } — L0y
k[n( 0o k)| = plgrs =t

_ My — Nfr (1 —e§t>
— .

7 Casového prubéhu w vidime, Ze hiidel dosdhne maxima wy, aZz v limitnim
pripadé t,, — oo.

Odtud

Ulohy

4.

Setrva¢nik (obr. 26) miZzeme roztocit tak, ze na jeho pouzdro o poloméru r
navineme $nurku a za jeji volny konec tdhneme silou az do jejiho odvinuti.
Vypoctéte thlovou rychlost setrva¢niku o momentu setrvacnosti J, jestlize

se odvinula bez prokluzu ze stavu klidu $ntrka délky [ pfi pusobeni stalé
sily o velikosti F'.

. Jaky je moment setrvaénosti kotouée kladky o} poloméru r = 180 mm Vzhle—

vvey

drdhu s = 1,2 m za dobu t = 1,3 s? Na pocatku je zdvazi v khdu (obr. 27).

. Rotor turbiny o momentu setrvacnosti J volné dobiha z pocatecni thlové

rychlosti wy pod ptisobenim odporovych sil, které maji moment o velikosti
M = kw?, kde w je okamzit4 Ghlova rychlost a k > 0 je konstanta. Uréete

a) zévislost w = w(t),
b) dobu ¢1, za niz se Ghlova rychlost zmensi z wy na wy/10.
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Obr. 27 m

2.5.4 Vypocet momentu setrva¢nosti

Moment setrvacnosti télesa vzhledem k nehybné ose definujeme vyrazem (21):
J = E mrs.
i

Je to veli¢ina, kterd je mirou setrva¢nych G¢ink télesa pii rotacnim pohybu.
Tato veli¢ina zfejmé zavisi nejen na hmotnostech elementd télesa, ale prede-
v8im na jejich rozlozeni vzhledem k rotacni ose. Pfitom setrva¢nost hmotnych
elementt se uplatiuje s druhou mocninou jejich vzdalenosti od osy rotace. Jed-
notkou momentu setrvac¢nosti v soustavé SI je kg-m?2.

P1i vypoctu momentu setrvacnosti téles predpokladdme spojité rozlozenou
hmotnost. Pak sumace nekoneéné fady (21) pfejde na uréity integral

J = f(m)r2dm, (28)

kde integraci provadime pres celou hmotnost m télesa. Je-li té€leso homogennt,
tak dm = pdV, o = konst. a dV je element objemu. Pak se integrél (28)
zjednodusi na tvar

J =0 [yr*dV (29)

a integraci provadime pres cely objem V télesa. Element dV' volime tak, aby
integrace byla co nejjednodussi, jak to bude ukazano na nasledujicich prikla-
dech. Mame-li pocitat moment setrvacnosti k urcité ose a znadme-li moment
setrvacnosti k ose rovnobézné s touto osou, ktera prochazi hmotnym stfedem,
pouzijeme k vypoétu s vyhodou Steinerovu vétu (viz néasledujici odstavec).

Moment setrvacnosti je zfejmé aditivni veli¢ina. Toho 1ze vyhodné vyuzit
pii vypoctu momentu setrvacnosti téles slozenych z n ¢asti, jejichz momenty J;
k dané ose zndme. Pak

J=Y "I (30)

M34-1i homogenni téleso dutinu nebo otvor, odecteme od celku moment setrvac-
nosti télesa, které by vyplnovalo dutinu nebo otvor. Tento postup se vyuzije
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napf. pri feseni uloh ¢. 8 a 9.

Aditivnosti momentu setrvacnosti vyuzijeme i pfi vypo¢tu momentu setr-
vacnosti homogenniho télesa, které si predstavime slozené z nekone¢ného poctu
Césti, jejichz elementédrni momenty dJ zndme. Pak fada (30) prejde v integral

J = /(J)dJ. (31)

Tohoto postupu je vyuzito napt. v prikladé 5, kde si téleso predstavime slozené
z elementarnich desek proménného poloméru.
Piiklad 4 — moment setrvacnosti valce

Vypoctéte moment setrvacnosti homogenniho kruhového vélce vzhledem k jeho
rota¢ni ose. Valec ma polomér R a hmotnost m.

Reseni
K feSeni uZijeme vzorec (29). Z vélce vyjmeme ele-
ment soumérny k ose. Jeho prirez ma tvar mezikruzi

(obr. 28) o poloméru r a tloustce dr. Oznacime-li
vysku valce [, bude

dV = 2nirdr.
Integrujeme v mezich od r =0 do r = R. Pak
R R 1 1
J = g/ r2dV = 2ngl/ r3dr = —nplR* = —mR?, (32)
0 0 2 2

kde m = nR?lp je hmotnost valce.

Moment setrvac¢nosti valce pro urc¢itou hmotnost ziejmé nezavisi na jeho
vysce. Stejny vzorec tedy plati i pro tenkou kruhovou desku stejného poloméru
a stejné hmotnosti.

Priklad 5 — moment setrvacnosti koule

Vypoctéte moment setrvacnosti homogenni koule o hmotnosti m a poloméru
R vzhledem k ose o, ktera prochazi jejim stiedem.
Reseni

K fesen{ pouzijeme vzorec (31). Kouli si pfedstavime
slozenou z elementarnich desek (vrstev) o poloméru
r a tloustce dy (obr. 29). Deska mé v souladu s (32)
elementarni moment setrvacnosti

1
dJ = Erzdm,

kde
dm = nr?edy, 1? = R? -y
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Integraci v mezich od y = —R, y = R dostaneme

o " 2 212 5 2
J=— (R* —y*)°dy = —moR’ = —mR=, (33)
2 | & 15

kde m = %TER?’Q je hmotnost koule.

2.5.5 Steinerova véta

Nyni odvodime vétu, kterd umozni vypo-
¢ist moment setrvacnosti J télesa vzhle-
dem k libovolné ose, zndme-li moment
setrvacnosti Jg vzhledem k rovnobézné
ose, kterd prochazi hmotnym stfedem. Pro
vypocet polozime pocatek O ¢&arkované
vztazné soustavy do hmotného stiedu S
(obr. 30). Necarkovand soustava ma osy
rovnobézné se soustavou ¢arkovanou, pfi-
¢emz osy x, ' splyvaji. Pijde ndm o to na-
jit vztah mezi momentem J k ose z a mo-
mentem Js k ose 2’, kterd prochdzi hmot-
nym stifedem S. Osy z, 2’ maji vzadjemnou
vzdalenost d. Podle defini¢niho vztahu (21)
plati pro tyto momenty setrvac¢nosti vztahy

J:Zmi(a:f+y¢2), JS—vaJS + ;%)

Z obr. 30 je ziejmé, ze x? = (zf +d)?, vy =yl
Po dosazeni do vyrazu pro J dostaneme

J = Emi(x? +y?) + 2d2mix2 +d? Zmi = Jg + md?,

protoze zaGatek ¢arkované soustavy lezi v hmotném stiedu télesa (pro jeho
polohu v této soustavé plati z'y = 0) a tudiz v souladu s (11) je

E miz; = 0.
i

Dostali jsme tak dilezity vztah

J = Js +md?, (34)
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ktery se nazyva Steinerova véta:

Moment setrvacnosti J tuhého télesa vzhledem k libovolné ose je
roven sou¢tu momentu setrva¢nosti Jg vzhledem k ose prochaze-
jici hmotnym stfedem S rovnobézné s uvazovanou osou a souc¢inu
hmotnosti m télesa se druhou mocninou vzdalenosti d obou os.

Priklad 6 — moment setrvaénosti dvojice kouli

Vypoctéte moment setrvacnosti soustavy dvou dotyka-

jicich se a pevné spojenych stejnych homogennich kouli

podle obr. 31 k ose 0. Kazda z kouli m& hmotnost m a

polomér 7. 0
Reseni

Uzitim Steinerovy véty a vysledku (33) dostaneme m m

2 14
J=2(Js +mr?) =2 (ngQ + mrQ) = EmTQ. Obr. 31

2.5.6 Momenty setrvacnosti homogennich téles jednoduchého geo-
metrického tvaru o hmotnosti m

V nésledujici tabulce uvedeme momenty nékterych homogennich téles jedno-
duchého tvaru. Jedna se vesmés o hlavni centralni momenty setrvacnosti (s vy-
jimkou momentu J; v prvnim p¥ipadé).

11 10
Tenka tyc :ZZ:Z' Jo = %ml% J = %mﬂ
13 2 1
Kolmy \,félec AN _7Li l Ji=gmr ,
Kruhové deska /l/ : - Jo = Js = % (r2 n %)
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Duty kruhovy

_ _m, 2 2
kolmy vélec =‘IV 1 J1= 5 (ri+r3)
T2
Tenkosténna A
enkosténna ¥ B
vélcova trubka =‘ 1| Ji=mr
-2
Koule —— % ——1 J1:J2:J3—§mr2
7 T
Tenk £& / /2
enkosténnd - —1 Ji= Jo = Js = 22
kulové skorepina k_ ) 3
s = r
Kolmy kuzel A Ji = %mrz
T2
Komoly kolmy b 3 5]
kuzel 077
1
Tenké kruhove 13 -2 g1
enky kruhovy e . L= = gmr
prstenec ( 1 -,
s | Js =mr
13— 2
- .
Krychle '_Ej‘*————l Ji=Joy=Jg = EGQ
.
Ji = 1507 + )
m
Hranol J2 = E(CL2 +c%)
Js = 75(a® + )
Ji= 0+ )
Elipsoid Jo = %((f +e?)
Js = %(a2 +b%)
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Ulohy

7.

Odvodte vztah pro vypocfet momentt setrvacnosti tenké ctvercové desky
o stran€ a a hmotnosti m vzhledem k jejim osdm soumérnosti 1, 2 a 3
(obr. 32).

. Odvodte vztah pro vypodet momentu setrvacnosti tenké kulové skorepiny

o hmotnosti m a poloméru R vzhledem k jeji ose soumérnosti.

. Je ddna homogenni kruhova deska o polomeéru r s otvorem podle obr. 33.

Hmotnost desky je m. Vypoctéte

a) moment setrvacnosti J vzhledem k ose prochézejici stiedem O kolmo
k roviné desky.

b) moment setrvacnosti Jg vzhledem k ose prochdzejici tézistém desky
kolmo k roviné desky.

|3

=t -
_z
|

Obr. 33

N 3

Obr. 32
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2.6 Dynamika obecného rovinného pohybu tuhého télesa

Pro pohyb télesa budou plati impulsové véty, které maji obecny tvar (15) a (18):

dp _p  dL_

dt E‘M’

kde
p= Zmivi = mvg, L= En X m;V; (35)

je hybnost a moment hybnosti télesa pfi rovinném pohybu. V téchto vyjadfenich
je osa, vzhledem k niz pocitdme momentové veli¢iny L, M, volena obecné jako
osa z vztazné soustavy x, y, z. Pii TeSeni tloh je vhodné bud vychézet ze
zakladniho rozkladu pohybu télesa pfi kterém za referencni bod télesa zvolime
jeho hmotny stifed, nebo zvolit poc¢atek vztazné soustavy v pélu pohybu. Oba
zptusoby feseni podrobné probereme.

1. Pouziti zakladniho rozkladu pohybu

S hmotnym stfedem télesa S spojime pocéatek vztazné soustavy O'z'y'z’,
ktera kona posuvny pohyb vzhledem puvodni inercidlni soustavé Ozxyz tak, ze
soutadnicové osy obou soustav jsou rovnobé&zné (obr. 34). Pak pro polohovy
vektor i-tého bodu méfeny v soustavé Oxyz a pro rychlost tohoto bodu plati

’ ’
ri=rs—+r, V,=Vs+yV,

kde rg je polohovy vektor hmotného stiedu a vg jeho rychlost.

ol
Obr. 34

Nejprve vyjadiime moment hybnosti télesa vzhledem k ose z dosazenim
téchto vztaht do vyrazu (35):
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L= Z(rg +r)) x mi(vs +v.) =rg x VSZmi —l—Zmir{ X Vg+

(2

+rg X E miv, + E r. X m;v, = rs X mvg + E r. X m;v;, (36)
i i i

nebot
E mir; = mrg =0, E miv, = mvg = 0,
i i

protoze rg = 0, vg = 0 je poloha a rychlost hmotného stfedu vzhledem
ke vztazné soustavé O'z’y’z’ pevné spojené s hmotnym stiedem (viz obr. 34).
Vyraz (36) muze byt formélné pfepsan do tvaru

L=Lg+ 1L, (37)
kde

~—

LS =rs X ps (38

je moment hybnosti hmotného stredu télesa vzhledem k ose z, nazyvany téz
orbitdlni moment hybnosti a

L= Zr{ X MV, (39)

je moment hybnosti télesa vzhledem k ose z’ prochézejici hmotnym stfedem,
nazyvany téz spinovy moment hybnosti. (Oznadéeni ,,orbitdlni“ a ,spinovy“ maji
puvod v atomistice, kde se zavadi napf. orbitalni moment hybnosti elektronu
a spinovy moment hybnosti elektronu, zvany spin.)

Casovou zménu momentu hybnosti dostaneme sou¢tem derivovanych vztahii
(38) a (39):

dL

/ / / /
— =vg X rs X ma vV, X M;V; r. X m;d.. 40
It s X ps +rs S+z¢:l zﬁ‘zi:l ia; (40)
IR i
0

Prvni a tfeti ¢len je zfejmé nulovy (jde o vektorovy soucin rovnobéznych vek-
tort). Upravime nyni étvrty ¢len, kdyz si uvédomime, ze vzhledem k (6) a (7)
plati:

r r_ / / / / / /
a,=a; +a;, =eXr+wxy, a,lr, da,l|r;.

Vzajemnou polohu vektort vidime na obr. 35. Z uvedenych vztaht plyne:
/2

10

/ A v / P A
rp X ma; =r; X mid,, +r; X mia,, =m;r. X (EX r;) = €&-myr
—_——

0
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/ / /2
E r; X m;a; = € E mr;” = €Jg,

kde Jg je moment setrvac¢nosti vzhledem

k ose z’, kterd prochazi hmotnym stfedem

S.

Tak miizeme vztah (40) pfepsat do tvaru

dL

— =rg X mas + Jse. (41)

dt

| Vysledny moment sil, ktery je roven vy-
Obr. 35 slednému momentu vnéjsich sil, mizeme

analogicky rozlozit na dva ¢leny

M:anFi:Z(rstr;)><F¢=rs><F+Ms, (42)
kde Mg je vysledny moment vnéjsich sil vzhledem k ose 2z’ prochazejici hmot-

nym stiedem. Porovndme-li vztahy (15), (18), (41) a (42) ziskdme pohybové
rovnice tuhého télesa konajiciho obecny rovinny pohyb ve tvaru:

mdags = F, Jse = Ms. (43)

Pri vyjadreni ve slozkach dostaneme

md2xs :Fw 44
dt? ’
d2

md—? =TIy, (45)
d?¢

Js—= = Mg, 46

S § (46)

kde x5, ys jsou soufadnice hmotného stfedu, F,, Fj souifadnice vyslednice
vnéjsich sil, Jg moment setrvacnosti télesa k ose prochézejici hmotnym stiedem
a Mg velikost vysledného momentu vnéjsich sil k téze ose.
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2. Volba podéatku vztazné soustavy v pélu pohybu
Y

7 vlastnosti pdlu vyplyva, ze rychlosti vsech
bodi jsou kolmé k priavodi¢tim, neboli

vV, = wXr;.

Pak moment hybnosti (35) télesa k ose z je

L= Zri X mi(wx ri)

a pro jeho derivaci podle ¢asu plati

% ZZVi xmivi—i—Zri X (miexri)—f—Zri X (miwxvi).

0 0

Vektor v okrouhlé zavorce ve tfetim c¢lenu je rovnobézny s vektorem r;, rovnéz
vektory ve vektorovém soucinu prvniho ¢lenu jsou vzajemné rovnobézné, proto
jsou oba ¢leny nulové. Nyni upravime druhy c¢len. Vektory r;, € a vektorovy
soucin € X r; jsou vzajemné kolmé. Proto

r; X mi(e X ri) = € mir?, E r; X (mie X ri) = € E mir? = EJP.
Veli¢ina Jp je moment setrvacnosti k ose z prochézejici pélem pohybu. Moment
vnéjsich sil pocitame rovnéz k ose prochazejici pélem:

E r; X Fi = MP.
i
Druhé impulsova véta tedy dava pohybovou rovnici ve tvaru
JPE = Mp,

kterou lze psat skalarné

d2
Jp-éI:de—thMp. (47)

Pri feSeni tloh, podle dispozice zadani, 1ze vyhodné uzit jeden nebo druhy
zplisob sestaveni pohybové rovnice. Nékdy lze jednoduse uzit postupy oba, jak
si ukdzeme na nasledujicim prikladé.
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Priklad 7 — jednostranné uvolnéna tyc¢

Homogenni tenka ty¢ o hmotnosti m a délce

| je zavéSena na dvou stejnych rovnobéznych 1 2
vlédknech 1, 2 podle obr. 37. Pro okamzik bez- 9 l

prostifedné po prestiizeni vldkna 2 urcete:

;Xi)

a) zrychleni hmotného stiedu S a thlové  Fi m
zrychleni tyce,

b) tahovou silu F; ve vldkné 1. Obr. 37

Reseni

Vysledna tihova sila mg ptisobi v té-
zisti T totozném s hmotnym stfedem S
(obr. 38). Pohybové rovnice (44) az (46)
maji tvar

!
2

me.s = 0,
mis = F1 — myg, (48)

. l
JSQO = _Fli’

1 Obr. 38
kde Jg = ﬁmZQ.
Na konci tyCe, v bodé O = P, je okamzity pdl pohybu a tudiz mezi y-ovou
slozkou okamzitého zrychleni hmotného stfedu a tthlovym zrychlenim plati
l

s = 5¢- (49)
Po dosazeni do (48) za Js a §js FeSenim dostaneme
. .. 3 ” 3 m,
a)Z'S:O, yS:_ng SDZ_Q_?7 b)FlzTg

Tahova sila ve vldkné je zrejmé poloviéni nez pred prestfizenim vladkna 2, kdy
kazdé vldkno zachycovalo polovinu tihy tyce.
Nyni jesté ukadzeme druhy zptsob vyuzivajici p6l pohybu, kdy pouzijeme

vztah (47), kam dosadime Jp = %mlz. Plati:

1 o ! . 39
gmlgo——mgi, odtud p=—5

v souladu s predchozim fesenim.
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Priklad 8 — koule na naklonéné roviné

Homogenni kouli o poloméru r a hmotnosti m polozime na naklonénou rovinu
se sklonem «. S jakym zrychlenim se bude pohybovat, je-li soucinitel smykového
tfeni mezi kouli a naklonénou rovinou f7

Reseni

Soustavu soutadnic zvolime tak, ze
osa x bude mit smér spadnice naklo-
néné roviny (obr. 39). Rovina ptsobi
na téleso reakci, kterd ma normalo-
vou slozku N a te¢nou slozku T. Ska-
larni pohybové rovnice (44) az (46)
pro uvazované téleso jsou

mis =mgsina — T, (50)
mijis = N — mgcosa, (51)
Jsp = Tr. (52)
V téchto tfech rovnicich je pét ne- Obr. 39

znamych: N, T Zg, ys, ¢.
Aby soustava byla FeSitelnd, musime pfipojit jesté dvé rovnice (resp. pod-
minky). Jednou z nich je podminka vazby, podle niZz se hmotny stfed pohybuje
po primce rovnobézné s osou x, neboli
ys =1 = konst., rtesp. fis =0. (53)
Pak z rovnice (51) pro normalovou slozku reakce plyne
N = mgcosa. (54)

Dalsi dopliitkové rovnice zavisi na tom, zda téleso pri odvalovani prokluzuje
nebo ne. Mohou nastat tyto pripady:
1. T¢leso se dokonale odvaluje, tedy bez prokluzu. Pak je bod dotyku A koule
s naklonénou rovinou okamzitym pdlem pohybu (A = P). Odtud dostaneme
vazbovou rovnici

Tg =T, TESp. Ig=TP. (55)
2. Teleso se odvaluje a soucasné smykd, tedy mezi té€lesem a naklonénou rovinou
je prokluz a te¢né slozka reakce dosahuje hodnoty sily smykového tieni

T=F =fN= fmgcosa. (56)
ad 1) Reseni pro dokonalé odvalovini

Dosazenim z (55) za ¢ do (52) dostaneme

7=, (57)
T
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Po dosazeni (57) do (50) dostaneme pro z-ovou slozku zrychleni hmotného
stfedu vyraz

. mr? . mr? : .
Is=a=S———ggsina=5————gsina = ~gsina. (58)
s +mr gmrz + mr?
Zpétnym dosazenim (58) do (57) vychézi pro tecnou slozku reakce vyraz
Js JS

T=——"-mgsina = —mgsina = —mgsina, 59
pp— 7,9 =g (59)
kde Jp = Js + mr? = gmrz je, v souladu se Steinerovou vétou, moment

setrvacnosti k ose, kterd prochézi okamzitym pdélem pohybu P.

Aby pfi odvalovan{ nedoslo k prokluzu, musi byt tecné slozky reakce (59)
mensi nez sila smykového tfeni, neboli 7' < fN. Musi tedy byt splnéna pod-
minka

J,
—Smg sina < fmgcosa,
Jp

neboli pro thel a sklonu naklonéné roviny musi platit

Jp T
tga < 22 = = f. (60)

Jg 2
ad 2) Reseni pro odvalovdni provdzené smykdnim

Normélové i te¢nd slozka reakce jsou pro tento ptipad zndmy: viz vyrazy (54)
a (56). Dosazenim za T z rovnice (56) do rovnic (50) a (52) dostaneme

¥g =a=g(sina — fcosa), (61)
p= fM cos Q. (62)
Js

Aby feSeni (61) mélo smysl, musi byt vyraz v zavorce kladny, tj. musi platit
sina > fcosa, tj. tga > f. (63)
Protoze vySetfovany pripad ad 2) nastavé az pfi nesplnéni podminky (60), tj.
pro
J

P 7
>— = —
tga > Jsf 2f

a podminka ‘;—1; > 1, je tedy splnéna.
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2.7 Kineticka energie tuhého télesa pii obecném rovin-
ném pohybu

Pfi obecném rovinném pohybu pro kinetickou energii télesa plati

Ek—z “m Zmz Vi v;) (64)

Rychlost i-tého bodu v; nyni vyjadiime pomoci rychlosti vg hmotného stredu
v uvazované vztazné soustavé. Ziejmé plati (viz obr. 34 vpravo)

/
Vi =Vs+V;

kde v, je rychlost i-tého bodu vzhledem k hmotnému stiedu. Po dosazeni do
(64) dostaneme

=3 Zml vs+v))-(vs+v)) = —vszmri—vs Emw +2 Eml 2. (65)

Suma ve druhém ¢lenu vyrazu (65) predstavuje hybnost télesa ve vztazné sou-
stavé spojené hmotnym stfedem. Srovname-li vyrazy (9) a (12) mizeme ana-
logicky psat

me’ = mvyg, (66)

kde v je rychlost hmotného stfedu v soustavé s nim pevné spojené — ziejmé
je v = 0 a ¢len (66) je nulovy. Pak pfejde vztah (65) pro kinetickou energii do
tvaru

1 1 1 1 1 1
E = §mv§ +3 S imv? = §mv§ + §w2 S imr? = gmvg + ngwQ,

(67)
kde Jg je moment setrvacnosti télesa k ose prochazejici hmotnym stfedem.

Kineticka energie tuhého télesa pii jeho obecném rovinném po-
hybu je rovna souétu kinetické energie hmotného stfedu (odpo-
vida transla¢ni sloZce pohybu) a kinetické energie pohybu té&lesa
vzhledem k hmotnému stfedu (odpovida rotaéni sloZce pohybu).

2.8 Zakon zachovani mechanické energie

Uvazujme pohyb télesa v silovém poli, které je konzervativni. Pfitom konzerva-
tivni pole je takové pole, u néhoz je prace pusobici sily vykonana po uzaviené
trajektorii télesa v tomto poli nulova. To mtze byt jen, kdyz prace mezi dvéma
body trajektorie zdwvisi pouze na vychozi a konecné poloze télesa, nikoli na
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tvaru trajektorie. V takovém poli muzeme definovat potencidlni (polohovou)
energii Fy. Prikladem konzervativnich poli v mechanice je pole gravitacni a
pole pruznych sil, v elektromagnetismu je to pole elektrostatické.

Préce, kterou vykoné konzervativni pole pii premisténi télesa z polohy 1 do
polohy 2, je

W12 = Ep1 — Epg. (68)

7Z toho je zfejmé, ze potencidlni energie je definovana az na konstantu — ta
se pii vypoctu prace podle (68) vyrusi. Proto je nutné podle charakteru tlohy
volit nulovou hladinu potencidlni energie.

Préace vykonana na télese se projevi vzristem jeho kinetické energie v uva-
zované inercialni vztazné soustavé. Tedy

Wia = Ep1 — Epa = Fxo — Fia, neboli  Fiq + Ep1 = Eya + Epa.
Obecné tedy plati

Ex + E, = konst. (69)

Tento vztah vyjadifuje zdkon zachovani mechanické energie:

Celkova mechanicka energie télesa v konzervativnim poli v uva-
Zované inercialni vztazné soustavé je konstantni.

Zakon zachovani energie (69) spolu s vyrazy (26), (27) a (67) pro kinetickou
energii muzeme s vyhodou vyuzit pii feSeni mnohych dloh z mechaniky télesa.
Pfitom napi. pfi vypoctu rychlosti nebo tthlové rychlosti nemusime fesit dife-
rencialni pohybovou rovnici, jak si ukdzeme na nasledujicich dvou pfikladech.

Priklad 9 - klouzajici ty¢

A

Tenké tuha homogenni ty¢ o délce I = 2a a
hmotnosti m klouze koncovym bodem B po
dokonale hladké vodorovné plose (obr. 40).
Ty¢ se zacala pohybovat z klidové, témér svislé
polohy (¢ ~ n/2). Urete velikost tthlové rych-
losti w jako funkci thlu .
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Reseni

K feSeni vyuzijeme zdkona zachovani me-
chanické energie (69). V opérném bodé B
pusobi na ty¢ reakce Rp vodorovné plochy,
ktera vsak v pripadé neexistence tfeni je
kolmé k plose, a tudiz ptri pohybu tyce ne-
kond préci (obr. 41). Jedinou silou, ktera
zpusobuje zménu kinetické energie v sou-
stavé spojené s vodorovnou plochou je ti-
hové sila mg. Protoze pocatecni rychlost
tyce byla nulova a tihova sila je svisla, po-
hybuje se hmotny stfed po svislé pifimce.
Mechanické energie v pocateéni poloze ma
slozky

Ew =0, Ey =mga.
V obecné poloze podle (67) je

1 1
Eyx = Emv?g + Eszz, E, = mgasin p.

Pro vypocet rychlosti vg hmotného stredu S mizeme s vyhodou pouzit pdlu
pohybu P (obr. 41). Plati vg = wr = wa cos . Uvazime-li, ze Js = m(2a)?/12,
dostaneme po dosazeni do vztahu (69) pro zédkon zachovani energie rovnici

1 11
mga = §ma2w2 cos? p+ 5 gmGQwQ + mgasin @,

neboli
2

g(1 —singp) = %(1 + 3 cos?y).

Odtud dostaneme hledané feseni

6g 1—sing
W=y —.
a 1+ 3cos?p
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Priklad 10 — otacejici se ty¢

Tenké tuha homogenni ty¢ o hmotnosti

m a délce [ je ze stavu klidu, kdy je odklo- Y
néna od svislice o thel g, volné pusténa
(obr. 42). ~

a)

b)

c)

Vypoctéte rychlost jejiho koncového \
bodu pfi dopadu na vodorovnou ro-
vinu.

Do jaké vzdalenosti xr od osy O je 0 \
nutné ve vodorovné roviné umistit
naraznik o tuhosti k, aby zachytil ce- 19) |

’ ’ . 7 Il
lou silu nérazu, tj. aby reakce v za- % = Tr

vésu osy tyce nezavisela na sile na-
razu. .

QI\AAM\
Y

TR

Vypoctéte velikost sily narazu pfi Obr. 42
umisténi narazniku podle b).

ResSeni

a)

b)

Resime uzitim zakona zachovani mechanické energie. Nulovou hladinu po-
tencilni energie volime ve vodorovné roviné. Celkova energie ve vychozi
poloze je

l
Eo = Epmax = mgi COS . (70)

Celkova energie ve vodorovné roviné je

1 11 v\ 1
Ey = Fymax = = Jw? = - oml? | = | = —mo?.
k 2"¥ 373" (1) 6"

Z rovnosti celkovych energii v obou polohach dostaneme pro rychlost kon-

cového bodu tyce vyraz
v = /3gl cos py.

Pfi dopadu tuhé tyce na pruzny naraznik o konstantni tuhosti £ dojde ke
zpomalenému otoénému zabrzdéni tyce; tthlové zrychleni oznacime ¢.
TR Na element dx tyce ptisobi element
v de néraznik sily (obr. 43)
o m
O;’\; dFf =adm = sdex.
dF Délkova hustota sily tedy je
(2) dFF  em
T)=—=—2.
1 dz 1
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Hustota sily tedy nartsta linedrné od osy O (viz obr. 44). Vysledna sila ma

velikost .
F:/ q(z 6m/acdx—s— (71)
0

Aby néaraznik zcela zachytil narazovou silu, musime jej umistit tak, aby
lezel na nositelce vyslednice (71). Jeji polohu zr uréime z podminky, Ze
moment vyslednice je roven souc¢tu momentt slozkovych sil. Slozkové sily
jsou rozlozeny spojité, proto tento soucet prejde v integral. Tedy

!
Fzp = / q(z) - zdx,
0

neboli

x
2 L Jo 3
Z prvniho a tfetiho ¢lenu dostaneme pro polohu vyslednice a tim i pro polohu

narazniku vyraz

2

Tato poloha se v dynamice nazyva stred razu nebo stred perkuze.

¢) VySe vypoctena velikost vyslednice setrva¢nych sil, kterd je dynamickou
silou narazu, je podminéna znalosti thlového zrychleni € po dopadu na na-
raznik. To zavisi na tuhosti narazniku a jeho velikost béhem narazu vzrista.
Vypocet konecné velikosti sily F mizeme vsak udélat pfimo tivahou o ener-
gii. Celkova mechanicka energie Ey vypoétend v a) se po narazu pfemeéni na
potencialni pruznou energii Fp, narazniku podle vztahu

1, (F\* F?
Ey=Ey, = k rax =k =) =35
’ Ymax = 3 <k) 2k’
kde Ymax = % je dynamicka slozka deformace pfi narazu. Po dosazeni za
Ey z vyrazu (70) dostaneme pro kone¢nou velikost sily narazu vyraz
F = \/mglk cos py. (73)

Po dosazeni tohoto vyrazu do (71) bychom mohli vypo¢itat velikost pfislus-
ného thlového zrychleni pfi nejvétsi deformaci nérazniku.

Celkova sila, pusobici pfi narazu na naraznik, bude kromé dynamické slozky
(73) zahrnovat jesté statickou tihovou slozku, kterd zévisi na poloze z g podle
(72). Celkova sila méa velikost

F. = gmg + v/ mglk cos pg.
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Ulohy

10. Maxwellovo kyvadlo je soustava dvou blizko sebe umisténych valcovych ko-
toucti o poloméru R a o celkové hmotnosti m, které jsou spojeny cepem
o poloméru r, jehoz hmotnost zanedbdme (obr. 44). Na ¢epu je jednim kon-
cem pripevnéno a navinuto neroztazitelné vlakno, které je druhym koncem
pripevnéno k zavésu. Po navinuti vldkna a po uvolnéni kotoucéd z horni
klidové polohy se vlakno odviji bez prokluzu. Vypoctéte

a) rychlost stfedu kotou¢i pii jejich premisténi do vzdalenosti h od klidové
polohy,

b) zrychleni stfedu kotoudi.

Obr. 44 Obr. 45

11. Kulicka o hmotnosti m a poloméru r se z klidového stavu v bodé A vali bez
klouzani po dréaze podle obr. 45 a v bodé C' ji opusti. Je-li dana vyska h a
polomér R, vypoctéte
a) silu, kterou bude na kuli¢ku pisobit draha, kdyz bude prochézet jejim

nejnizsim bodem B,
b) nejvétsi vysku hq, do které vystoupi, a thlovou rychlost w;, kterou zde
bude mit.
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12. Tenka homogenni ty¢ o délce [ je uvolnéna ze svislé po-
lohy (1) (obr. 46) a se zanedbatelnym tfenim se otaci
okolo ¢epu O.

a) Uzitim pohybové rovnice urcete zdvislost tthlového
zrychleni ¢ tyce na thlu otoceni.

b) Uzitim zédkona zachovéni energie uréete zavislost th-
lové rychlosti w tyce na thlu otoceni. Derivaci vy-
sledku b) ovéfte Feseni a).
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Vysledky uloh

vp _ |PB _ BBl _ o —
1. a) va — PA| = up _UA|PA| =vatgy, b)uvasine =wvpcosp.
2. Plati rc = 2333, Yo = —YA. 7 toho
To =2Tp = 2vat8 P, Yo = —YA = —Va,
. . 205 N N
xc=2xB=—l ‘; ; jo = —ija = 0.
cos® ¢

Rychlost bodu C mé velikost vo = va+/4tg? ¢ + 1 a svird s osou x thel

1
= arctg——.
(G Dy
. PR 202 s [
Zrychleni bodu C' méa velikost 54— a smér zaporné poloosy z.

lcos® ¢

. V krajnich polohach je vg = 0. Proto vg4 = —v4. Zrychleni bodu B ma

trvale smér osy OB. Proto v krajnich polohach je
apa; =0, ap =au +apan

V levé krajni poloze je (viz obr. 47)
2 2 2 2

v v v v 2
GBZGA—GBAHZ—A——AZ—A——AZ—LU2T.
l r 3r 3
V pravé krajni poloze je (viz obr. 48)
2 2 2 2
v v v v 4
ap=as+apan =42 +-A="A1A_ %
r l r 3r 3
— 7 T~
- ~

Obr. 47
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~ ~
// \\ VBA
[ O . aa lA . ‘aBAB
\\ ’ /l ap ay B
N S va
Obr. 48 ~__ -7
4, w= 2TFZ
5. J =mr? gt _ = 0,76 kg - m?
T 25 R I
[ . . . dw k
6. Pohybova rovnice po separaci proménnych: e —7dt.
__Jw _ 9
W= T el P h =g
7.0y = Jy = sma?, Jy = 2ma?
. J1 = 2—12ma,3—6ma.

8. Ozna¢me R vnéjsi polomér, r vnitini polomér skofepiny. Moment setrvac-

nosti plné koule je

_2 2 8 o5
J1—5mR —15QTCR.

Moment setrvacnosti skotfepiny je tedy

J=Ji=Jp= %QK(RS —r%) = %QR(R—T)(R4+R3r+R2r2+Rr3+r4).

Hmotnost skofepiny je

4 4
m=my —my = zox(R® —1%) = Son(R = r)(R* + Rr +17).

3
U tenké skofepiny r ~ R.
8
= on(R—71)-5R*
7 1507 2 2,
& =ZR% J~ZimR
m 4 37 3"

ggn(R —7)-3R?
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2 2
L4 e |Lomfry m 13
- =g gmr [2 3 <2> 3 <2)] 24"
* a7
tézisté je ve vzdalenosti % od sttedu O, Jg =J —m <%) = ﬁmrz.
. 2gh _ 2r%g
10. a) v = 714_ R b) a= WL R
272
_ 10(h — 1)
11. a) Fp =mg [14— T(R=71) ],
5h + 2R [10g(h — R
b) hl = 7 , W1 = %
12. a) € = 57 Sin e, b)w= Tg(l — cos ).
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